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Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó: íàéòè ìè-

íèìóì ôóíêöèîíàëà

1Z

0

F (x; y; yx) dx (1)

à) â ïðîñòðàíñòâå Ñ1[0; 1] ïðè óñëîâèè y(0) = �, y(1) = �;

á) â ïðîñòðàíñòâå Ñ1[0; 1] ïðè óñëîâèè y(0) = �;

â) â ïðîñòðàíñòâå Ñ1[0; 1].

Ïîëîæèì

G(x; v; vx; vxx) =
d

dx
Fvx(x; v; vx)� Fv(x; v; vx);

ut = G(x; u; ux; uxx): (2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F (x; �; �) ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, F�� > 0,

F > Æj�j � K, ãäå Æ > 0, K � ïîñòîÿííûå. Ïóñòü

òàêæå ñóùåñòâóåò èíâàðèàíò �(x; �; �) óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

G(x; v(x); vx(x); vxx(x)) = 0, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì:

d

dx
�(x; v(x); vx(x)) � 0
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äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ v(x) ýòîãî óðàâíåíèÿ, è óäî-

âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

inf
0�x�1; j�j�N

j�(x; �; �)j = �N (�)!1

äëÿ êàæäîãî N ïðè j�j ! 1. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñëó÷àåâ à) è á) ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå

äàííûå u0(x) = u(x; 0) è ñîîòâåòñòâóþùåå èì ðåøåíèå u(x; t)

óðàâíåíèÿ (2), à òàêæå ðåøåíèå v(x) óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, äî-

ñòàâëÿþùåå àáñîëþòíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (1), òàêèå,

÷òî ku(x; t)� v(x)kC2[0;1] ! 0 ïðè t!1. Â ñëó÷àå â) ñïðàâåä-

ëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) óêàçàííûå ôóíêöèè u(x; t), v(x) ñóùåñòâóþò;

2) äëÿ ôóíêöèîíàëà (1) ñóùåñòâóåò ìèíèìèçèðóþùàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü vn(x) òàêàÿ,÷òî min
0�x�1

jvn(x)j ! 1;

3) óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) ðåàëèçóþòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, óêàçàííûõ â ñëó÷àå à), ñóùå-

ñòâîâàíèå àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (1) â êëàñ-

ñå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïî ñóùåñòâó óñòàíîâëå-

íî Ë.Òîíåëëè [1, ñòð.370] (åãî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ F �

F (y; yx) ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé à)). Íà-

ìè ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå äîêàçàòåëüñòâî êàê óòâåðæäåíèÿ Òîíåë-

ëè (ñëó÷àé à)), òàê è ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ

á) è â), îñíîâàííîå íà àíàëîãå ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Ïóñòü v(x; x0; y0; y1) - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

vjx=x0= y0; vxjx=x0= y1 (3)

äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, çàïèñàííîãî â âèäå

vxx =
Fv � Fxvx � vxFvvx

Fvxvx
:

Ïðåäïîëîæèì â äàëüíåéøåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à Êî-

øè ðàçðåøèìà â öåëîì, ò.å. åå ðåøåíèå v(x; x0; y0; y1) îïðåäåëå-

íî äëÿ âñåõ x; x0 2 [0; 1]; y0; y1 2 (�1;+1) è ðåãóëÿðíî.
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Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü â ñëó÷àå á), ÷òî ñóùåñòâóåò

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ  (v) òàêàÿ, ÷òî F�(1; v;  (v)) � 0, à â ñëó-

÷àå â) äîïîëíèòåëüíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè �(v) òàêîé, ÷òî

F�(0; v; �(v)) � 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2) ïðè ãðàíè÷íûõ

óñëîâèÿõ:

À) u(0; t) = �, u(1; t) = �;

Á) u(0; t) = �, ux(1; t) =  (u)jx=1;

Â) ux(0; t) = �(u)jx=0, ux(1; t) =  (u)jx=1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçM(v) ìíîæåñòâî ôóíêöèé u0(x) 2 C
1[0; 1],

óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó

ðàññìàòðèâàåìîé âàðèàöèîííîé çàäà÷å, òàêèõ, ÷òî ku(x; t) �

v(x)kC2[0;1] ! 0 ïðè t ! 1, ãäå u(x; t) ðåøåíèå çàäà÷è (2),

u(x; 0) = u0(x). Èìååò ìåñòî [2]

Òåîðåìà 2. Ïóñòü v(x) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíà-

ëó (1) â îäíîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ à), á) èëè â). Òî-

ãäà v(x) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó â íîðìå C1[0; 1], êàê ðåøåíèå

ñîîòâåòñòâóþùåé íåñòàöèîíàðîé çàäà÷è (2). Åñëè v(x) àñèì-

ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî ÷àñòüM(v) ìîæåò áûòü îïèñàíà

ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç óòâåðæäåíèé.

I: Ñóùåñòâóþò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ v1(x), v2(x) çàäà÷è

(2) òàêèå, ÷òî

TI = fu0 j v1 < u0 < v2; äëÿ 0 < x < 1g \ C1[0; 1] �M(v)

II: Ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå v1(x) çàäà÷è (2) òà-

êîå, ÷òî

TII = fu0 j v1 < u0; äëÿ 0 < x < 1g \ C1[0; 1] �M(v)

III: Ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå v2(x) çàäà÷è (2) òà-

êîå, ÷òî

TIII = fu0 j u0 < v2; äëÿ 0 < x < 1g \C1[0; 1] �M(v)

IY: TIY = fu0 2 C
1[0; 1]g �M(v):
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Ïðè ýòîì â ñëó÷àå à) u0(x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì À), â ñëó÷àå á) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì Á), â ñëó÷àå â)

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì Â), ãäå t = 0.

Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå îöåíèòü ÷èñëî ñòàöè-

îíàðíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2), óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ îäíîìó èç êðàåâûõ óñëîâèé À), Á), Â).

Ïîëîæèì y1(x; ) = v(x; 1; 0; ), y2(x; ) = v(x; 1; ;  ()).

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3, ñòð.135] ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü íóëü ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

îäíî èç êðàåâûõ óñëîâèé À), Á) èëè Â), è äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷å-

íèé 1 > 0, 2 > 0 ñïðàâåäëèâî y1(�i; 1) = 0, y2(�i; 2) = 0, ãäå

0 � �1 < : : : < �n < 1, 0 � �1 < : : : < �m < 1. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò íå ìåíåå ÷åì "n+1"ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2)

â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé À), íå ìåíåå ÷åì "m+1"ðåøåíèé

â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Á) è íå ìåíåå ÷åì "m"ðåøåíèé â

ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Â).

Òåîðåìû 1, 2 è 3 ïîçâîëÿþò ïðåäëîæèòü àëãîðèòì íàõîæäå-

íèÿ êàê àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (1), òàê è ëîêàëü-

íîãî ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Íà ïðèìåðàõ

1) F =

q
y2 + y2x; 2) F = y2 +

q
1 + y2x;

3) F =
y2x

1 +
p
1 + x2y2x

; 4) F = y2x + y4; 5) F = y2x � y4;

6) F = y2x +
y2

1 + y4
; 7) G(x; �; �; �) = � + � exp(N(sin2 x� �2))

àíàëèçèðóåòñÿ ðîëü íàëîæåííûõ â òåîðåìå óñëîâèé.

Â ñëó÷àå ëàãðàíæèàíîâ 1)�3) èìååòñÿ ëèíåéíûé ðîñò

F (x; y; yx) ïî yx, Fyxyx > 0, íî íå âûïîëíåíî óñëîâèå äëÿ èíâà-
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ðèàíòîâ �(x; �; �). Äåéñòâèòåëüíî, èìååì ñîîòâåòñòâåííî

1) �(x; �; �) =
�2p
�2 + �2

; 2) �(x; �; �) = �2 +
1p

1 + �2
;

3) �(x; �; �) =
�p

1 + x2�2
:

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1) â ñëó÷àå à). Ïðè � = 0, � > 1 óðàâ-

íåíèå Ýéëåðà äëÿ ïðèìåðîâ 2), 3) ðåøåíèÿ âîîáùå íå èìååò [4].

Ìèíèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zn(x) äëÿ ýòèõ çàäà÷

ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê ðàçðûâíîé â òî÷êå x = 1 ôóíêöèè z(x)

òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî " > 0 âûïîëíÿåòñÿ kzn(x)� z(x)kC[0;1�"] !

0. Ïðè÷åì z(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíå-

íèÿ Ýéëåðà òàêèì, ÷òî z(0) = 0 è zx(1) = +1.

Ïðè � = �1, � = 1 óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ ïðèìåðà 1) ðå-

øåíèÿ òàêæå íå èìååò. Ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

zn(x) ïîòî÷å÷íî ñòðåìèòñÿ ê 0 äëÿ x 2 (0; 1), õîòÿ ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëà (1) ðàâåí 2.

Â ñëó÷àå ïðèìåðà 4) ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1, õîòÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè (3) íå âñåãäà ðàçðåøèìà â öåëîì.

Äëÿ ïðèìåðà 5) íå âûïîëíåíî óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ñíè-

çó ëàãðàíæèàíà, ÷òî ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ êîíå÷íîé íèæíåé

ãðàíè ó ôóíêöèîíàëà (1) â ñëó÷àå â). Ýòî âèäíî íà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè vn(x) = n.

Â ïðèìåðå 6) ðåàëèçóåòñÿ óòâåðæäåíèå 3) èç òåîðåìû 1. Ó

ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è (1) â ñëó÷àå â) àáñîëþò-

íûé ìèíèìóì ðàâíûé íóëþ äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè v(x) =

0, à òàêæå ñóùåñòâóåò ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

vn(x) = n, F (x; vn; vnx)! 0 ïðè n!1.

Ïðèìåð 7) [3, ñòð.146] èëëþñòðèðóåò òåîðåìó 2, ïîêàçûâàÿ,

÷òî îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ñòàöèî-

íàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íå îäíîçíà÷-

íî.
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Òàê êàê çàäà÷à Êîøè (3) äëÿ óðàâíåíèÿ

vxx = �v exp(N(sin2 x� v2)

ðàçðåøèìà â öåëîì, òî íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíê-

öèÿ F (x; �; �) ñâîèõ ïåðåìåííûõ òàêàÿ, ÷òî óðàâíåíèå

G(x; v; vx; vxx) = 0 ìîæíî ñ÷èòàòü óðàâíåíèåì Ýéëåðà äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ëàãðàíæèàíà F (x; v; vx).

Èòàê, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2) ñ äàííîé ôóíêöèåé G è

êðàåâûìè óñëîâèÿìè u(��) = 0, u(�) = 0.

Äîêàçàíî, ÷òî ïî ëþáûì íà÷àëüíûì äàííûì u0(x) 2

C1[0; 1], óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ, ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è áóäåò ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøå-

íèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿ-

ìè ÿâëÿþòñÿ v(x) = 0, v�(x) = � sinx. Åñëè â êà÷åñòâå

íà÷àëüíûõ äàííûõ âçÿòü ÷¼òíóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ

u0(x) � � sinx , òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå

ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è (2) áóäåò ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ

ê ÷åòíîìó àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîìó ñòàöèîíàðíîìó ðåøå-

íèþ ~v+(x) > � sinx, jxj 6= �. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñó-

ùåñòâîâàíèå îòðèöàòåëüíîãî ÷åòíîãî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-

âîãî ðåøåíèÿ ~v�(x) < � sinx, jxj 6= �. Íåïîñðåäñòâåííî óáå-

æäàåìñÿ, ÷òî ëèíåàðèçîâàííàÿ íà v(x) = 0 ðàññìàòðèâàåìàÿ

çàäà÷à èìååò ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, à ñòàöèîíàð-

íûå ðåøåíèÿ v�(x) = � sinx, íàîáîðîò, ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ N > 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû. Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò

ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé w�1 (x), w
�
2 (x), îïðåäåëÿ-

þùèõ ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

� sinx, à èìåííî

fu0 j w
�
1 (x) � u0 � w�2 (x)g �M(� sinx)

Òàê êàê v(x) = 0 íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå, òî â îáëàñòè óñòîé-

÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé íå ìîãóò ïîïàñòü ôóíêöèè,

ñîõðàíÿþùèå çíàê, ïîýòîìó w�k (x) îáÿçàòåëüíî ìåíÿþò çíàê.
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Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè è òîãî, ÷òî w�1 (x) < � sinx <

w�2 (x) äëÿ jxj 6= �, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w�1 (x) = �w�2 (x). Òîãäà

èìååì

fu0 j 0 � u0 � ~v+g �M(~v+); fu0 j �w
+
1 � u0 � ~v+g �M(~v+);

fu0 j � w�1 � u0 � ~v+g �M(~v+);

Èòàê, íèæíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðåøåíèÿ ~v+(x)

îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðåõ íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðå-

øåíèé çàäà÷è (2).
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