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INTRODUCTION

La méthode a pas fractionnaires se trouve étre le sujet d’un véritable livre ; elle est née
il y a quelgques années et a eu depuis un développement trés rapide comme méthode de
construction de schémas économiques aux différences.

La méthode a pas fractionnaires permet de résoudre des problémes qui ne peuvent étre
résolus par les schémas aux différences habituels — schémas de simple approximation
ou a chaque pas il faut vérifier les conditions de stabilité et de consistance. Ceci
conduit a une grande simplicité de formules, mais le schéma devient moins souple,
il contient moins de paramétres arbitraires et par la méme il ne peut remplir toutes les
conditions imposées. Au contraire, la méthode a pas fractionnaires, démembrant le
passage d’une étape a une autre et ne nécessitant pas a chaque étape la vérification
obligatoire des conditions de consistance a I’équation de départ et de stabilité, a & sa
disposition un choix de paramétres qui permet la construction de schémas économiques
et précis.

La méthode a pas fractionnaires se trouve étre la réponse a un besoin né en calcul
numérique — la création de schémas économiques simples de résolution des problémes
polydimensionnels de physique mathématique.

Issue du travail de base de Peaceman, Rachford et Douglas (1955), la méthode s’est
élargie et approfondie grdce aux travaux de savants américains et soviétiques : Douglas,
Rachford, Baker, Oliphant, Bagrinovsky, Godounov, Diakonov, Martchouk,
Samarsky, etc.

A lheure actuelle, la méthode a pas fractionnaires est un élément inséparable de la
construction des schémas pour la résolution des problémes polydimensionnels compliqués
de physique mathématique.

Bien que la méthode a pas fractionnaires puisse encore beaucoup se développer dans
Pavenir et qu’elle n’ait pas encore regu de bases théoriques, elle apparait déja étre non
seulement un moyen de construction d’algorithmes optimaux mais aussi un instrument
de recherche théorique sur les équations aux différences et les équations différentielles.
Ce livre a pour base des conférences faites par Pauteur dans les Universités de
I’Oural, de Tomsk, de Novosibirsk et du Kasakhstan de 1959 a aujourd’ hui.

Ce livre essaie d’expliquer et, si possible, de donner un exposé unique des trés nombreux
schémas a pas fractionnaires dont on ne peut trouver la description que dans des
Jjournaux ou des recueils.

L’auteur a essayé de tenir compte, autant que possible, de tous les travaux ayant contribué
au développement de la méthode a pas fractionnaires, mais évidemment I’interprétation
du sujet n’est pas uniforme et refléte les goiits personnels de I’auteur. En particulier le
livre ne parle pas de la méthode d’estimations a priori. L’auteur emploie des méthode:s*
plus simples d’analyse harmonique de la convergence. Tres superficiellement aussi,
est donnée la théorie des critéres locaux de convergence. L’attention de 'auteur s’est
surtout portée sur les méthodes de construction de schémas efficaces.



Le livre reflete également les résultats personnels de I’auteur et de ses collégues de travail.
Il est particuliérement agréable a 'auteur de se souvenir du travail effectué avec la
collectivité des jeunes mathématiciens qui a étudié les premiers schémas implicites de
désintégration pour la résolution des différents problémes de physique marhématique
et les a utilisés avec succés dans des applications numériques; ce sont, en premier lieu,
N. N. Anoutchyna, V. A. Enalsky, J. S. Jarikov, A. I. Zouev, A. N. Konovalov, V. B.
Néouvajaiev, Y. Y. Pogodine, V. A. Soutchkov, V. D. Froloff.
En 1962 a eu lieu une discussion a laquelle ont pris part E. G. Diakonov, A. A. Samarsky,
B. L. Rajdestvensky, qui a entrainé une compréhension plus profonde du réle des condi-
tions aux limites dans Pestimation de la précision des schémas a pas fractionnaires
et a donné une impulsion a toute une série de travaux.
Le travail en commun et les trés nombreuses discussions avec G. I. Marichouk et les
chercheurs du Centre de Calcul de la Division Sibérienne de I'A. S. de 'U.R. S. S.,
Y. E. Boiarintsev, G. V. Demidov, V. P. Ilyin, B. G. Kouznetsov, M. M. Lavrentiev,
V. V. Penenko, ont permis un grand élargissement des conséquences de la méthode ¢ pas
JSfractionnaires et de sa base théorigue.
A tous ses camarades, I’auteur exprime sa reconnaissance.
Ce livre sera utile a tous les chercheurs qui veulent résoudre numériguement les pro-
biémes polydimensionnels de la mécanique et de la physique et aussi aux étudiants des
cours supérieurs de I’ Université, spécialisés dans le calcul numérigue.
L’auteur s’est décidé a la publication de ce livre en voyant le grand besoin pratique d’un
manuel de ce genre. Il sera reconnaissant aux lecteurs de ce livre de lui indiquer les
erreurs et les insuffisances possibles.

N. N. YANENKO

movembre 1965



INTRODUCTION A L’EDITION FRANCAISE

L’auteur est trés heureux que son livre sur la Méthode a pas fractionnaires soit édité
en France. Ceci témoigne de I’intérét que présente la méthode elle-méme pour les
mathématiciens francais, et I'auteur espére que c’est également une marque d’estime
pour la contribution des chercheurs soviétiques a cette méthode.

Si les travaux américains sont essentiellements groupés autour de la méthode des
directions alternées (schéma de Peaceman, Rachford, Douglas) et de la méthode des
corrections stabilisatrices de Douglas-Rachford, les travaux soviétiques ont créé et
développé les schémas de désintégration et donné des formulations générales de la
méthode a pas fractionnaires. La méthode de désintégration n’a pas seulement permis
d’obtenir des schémas aux différences efficaces, elle a également permis de jeter un pont
entre la théorie des schémuas aux différences et la théorie des équations aux dérivées
partielles.

L’auteur est particuliérement heureux de reconnaitre que les mathématiciens francais
Lions et Temam ont apporté une contribution essentielle a la formulation variationnelle
de la méthode de désintégration (d’éclatement) et & ses applications théoriques et
pratiques. Il regrette de n’avoir pas eu le temps d’inclure dans le livre ces inté-
ressants résultats et d’avoir dii se contenter d’une courte bibliographie des travaux
francais.

L’auteur remercie le traducteur de ce livre, P. Nepomiasichy, qui a fait au cours de ce
travail des remarques intéressantes et qui a aimablement donné un bref apercu des
applications numériques des schémas a pas fractionnaires.

N. N. YANENKO
mai 1968



Ce livre a été traduit dans le cadre du diplome d’ingénieur de I'Ecole Nationale
Supérieure d’Electrotechnique, d’Electronique et d’Hydraulique de Toulouse (option
Mathématiques Appliquées). La deuxiéme partie de notre travail ayant éré I’étude
du livre et la programmation de quelques schémas proposés par [lauteur, il m’a
semblé intéressant d’inclure dans cette traduction, a la fin de certains paragraphes,
les résultats numériques que nous avons obtenus sur [I’éguation de la chaleur.

Ces résultats ont été obtenus en utilisant ordinateur IBM 7044 de I’ Institut du Calcul
Numérique de la Faculté des Sciences de Toulouse.

L’étude du livre et la programmation des schémas ont été effectuées en collaboration avec
mon camarade Claude Lemaréchal.

Je tiens a remercier Monsieur Roger Temam pour I’aide qu’il nous a apportée dans la
réalisation de ce travail.

PIERRE NEPOMIASTCHY



1. Schemas homogenes

1.1 Classe des problémes étudiables
Problémes de Cauchy dans un espace de Banach

Nous allons commencer notre cours en nous limitant d’abord a 1’étude des systémes
différentiels de la forme :

Zuln0 _ o Dyetnd) +50 ) |2.1]

ou (1) = {u Oy, - oo Xmy D}y

FOt) = {filxy,eeeeXm D}icr.

sont des vecteurs-fonctions de I’espace vectoriel d’argument x = (x; ... Xp) et de
temps £,
oa £ (D), opérateur différentiel linéaire, est une matrice & coefficients variables,
c
D={u}Di=—i=1...m
{Di}, Dy = o—
L’équation (1.1), explicitée, s’€crit encore :

Ot XD ™ 0 o evcimy ) DY D o Dty iy 1

jfﬂ

-|—ﬁ:(x1...xm, .!') } ILEW

avec 0 o < gqr, k=1...m; Lj=1...n; a={C,...,0m}



Pour le systéme (1.1) on peut poser le probléme de Cauchy sur P’intervalle :
|x | <o 0Kt T<®O
avec les conditions initiales :  # (x, 0) = uy (x) |2.3]

ou alors le probléme mixte de Cauchy dans le cylindre £ = G x H ou G st un certain
domaine dans I’hyperplan ¢ = 0, de frontiére y,et H ={0<<r < T }.

tA

0 r
O¥_f\/r=0
FIGURE 1.1.

Dans la seconde éventualité, aux conditions initiales donneées :
u(x,0)=uy(x), x€G |1.4|

il faut ajouter des conditions aux limites vérifiées sur la surface de
séparation I'= y x H de I’espace {2 :

AMD)u=g(x1) 2.5

0
Ici A (D) est un opérateur différentiel quelconque, dépendant des symboles D, = %’

D,;...Dmet p(x,t)est un vecteur-fonction.

Dans ce qui va suivre, nous nous limiterons au probléme de Cauchy dans !’inter-
valle |x|<< o0, 0 << T< o0, étudiant le probléme mixte de Cauchy seulement
sur des exemples concrets. Ceci nous évitera 1’obligation de rentrer dans [’analyse
des conditions aux limites. Dans la plupart des cas le probléme de Cauchy étudiable
aura la propriété de périodicité, c’est-a-dire que les coefficients, le second membre
f(x, 1), les conditions aux limites et par conséquent la solution, seront des fonctions
périodiques de x.

Nous allons étudier le probléme de Cauchy plus général pour lequel les conditions
initiales se posent a I'instant #;, 0 < t; << 7, et il faut chercher la solution u (x, ) du
systéme (1.1) pour tous les ¢, ¢ € [f;, T] et telle que :

limu (x,t) =u (x, 1)
t—t,

fonction initiale donnée.



Nous supposerons que le probléme de Cauchy est résoluble, qu’il a une solution
unique pour tous les ¢ €[ty, T] et que la solution u(x,¢) a toutes ses dérivées
continues, verifiant 1’équation (1.2), si la fonction initiale « (x, #;) est suffisamment
regulicre,

Nous appellerons une telle solution classigue.

Designons par u# (t) la fonction u(x,t) en considérant ¢ comme un paramétre,
La fonction w(x,t) avec ¢ fixé sera considérée comme un €élément de I’ensemble
des fonctions de x. La solution u# (x, t) du systéme (1.1) correspondra donc & une
famille d’éléments & un seul paramétre u (¢). De méme 1’opérateur £ (D) et la fonc-
tion f(x, t) de (1.1) seront désignés par L (¢, D) et £(¢).

Soit u (¢) une solution classique du probléme de Cauchy homogéne (f = 0) avec la
condition initiale u (z,).

Avec les hypothéses faites, 1’égalité :

u(ty) = sty tu(ty) 0<H<KL<T |1.6]

pour les fonctions u (¢,) suffisamment réguliéres définit I’opérateur linéaire de passage
s (5, 11).

Nous supposerons qu’il existe un espace de Banach B des fonctions de x dans lequel
un certain ensemble de fonctions réguliéres définit une classe dense et que 1’égalité (1.6)
peut étre étendue aux fonctions de J5. En vertu du théoréme connu sur le prolon-
gement des opérateurs, ceci est possible si I’opérateur s (z,, #;) opére dans un espace

de fonctions réguli¢res. Toutes les mesures d’opérateurs seront prises avec la norme
dans 3.

DEFINITIONS :
— Le probléme (1.1), (1.3) est dit bien posé si :
[s@0)||<M@T), 0T |2.7]
— Le systéme (1.1) est dit correct si :
st || SM(T), 0<,<t,<T |1.8]
— Le systéme (1.1) est dit uniformément correct si :
|| s (2, 29) || S eatta—tn) 11.9]

pour tous les ¢,, #, vérifiant 0 << #; << 7, << 7, ol a est une constante ne dépendant
que de T. |
Il est évident qu’un systéme uniformément correct est correct et que, si le systéme
est correct, le probléme de Cauchy est bien posé.
Dans ce qui va suivre, nous n’étudierons que les systémes uniformément bien poses.
La condition (1.8) fournit la loi de composition pour la famille restreinte des opéra-
teurs s (fp, #7)

s(tg, 1)) = s (t3,8a). s(fp21) - |11.10|

L’égalité (1.10) est une généralisation du principe de Huygens-Hadamard : la réso-
lution du probléme de Cauchy dans les intervalles [fg, #;], [f1, 5], ... [tm — 15 tm)
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1.2

est équivalente & la résolution du probléme de Cauchy dans I'intervalle [tg, #m].
Nous supposerons aussi qu’est vérifice I’hypothése de forte continuite de 1’opérateur
8 (g 1y :
lim||s(+T,Dug—ug || =0 Vuye B, vt [1.11|
z—=0)
La famille d’opérateurs s (7,, #,) satisfaisant aux conditions (1.9), (1.10), (1.11) forme
un semi-groupe L. L étude détaillée du probléme de Cauchy dans un espace de Banach
sera faite au chapitre 10.

Schémas homogénes

y uﬂ'l‘l et uﬂ-
Soit BTt A A g 11.22)

T
un schéma aux différences & deux niveaux correspondant au systéme (1.1). Ici ;
ut (x) = {u; (xg, .oy Xm, O}, FP(x) ={F; Xy 100 Xmy 10 )}

sont des vecteurs-fonctions,
A=Ayt 0,0, T), Ay = A, (t, T, h, T), sont des opérateurs matriciels aux diffé-
rences a cocfficients variables.

T={Ta; 0=—Gu—Gqs+ 1,000, ;3
les opérateurs de translation T, étant définis par les formules :

Te wlxpoiexm) = w(eyoeey 0 + bty oo xm)
T_;u(xl...xm) == u(xl..-,xi_kf,...xm)

Sous forme indicée, le schéma (1.12) s’écrit :

u?—*ﬂ — A Brm gyn+1
T = bi?‘ﬁl Bz- - .ﬁm (‘x'! 'ri I'.’ k) Tl “ e s Tm u?
hB

} Ty =T) |1.13|

+Zcﬁﬁlﬁs...ﬂm T9...T¢u; + F7 |L14]

. ; g 5P
i variant de 1 jusqu’a .

Les indices {85} ,_,._,, sont des entiers positifs ou négatifs.
Introduisons une série de notions :

— Nous appellerons les schémas du type (1.12) schémas homogénes parce que 1’appro-
ximation de (1.12) est indépendante du point x, 1 2.

1.. A propos de la résolution du probléme de Cauchy et de la théorie des semi-groupes [2-4].
Connaissances indispensables de I’analyse fonctionnelle [1], [72].
2. A propos des schémas homogénes, cf. [93].

10



— Le schéma du type (1.12) sera dit explicite si ’opérateur E — © A, s’explicite par
une matrice diagonale, implicite dans le cas contraire.

— L’opérateur A sera dit singulier si, pour toutes les fonctions réguliéres f, on a :

1

IAs1] > 4+ ()
avec @ >0, A> 0, = max h; et A indépendant de A.
Si | B, | < O ol Q est indépendant de T, 4, on appellera les opérateurs Ay et A, des
opérateurs bornés. Remarquons que ’opérateur inverse d’un opérateur borné n’est
pas, en général, un opérateur borné.
En pratique, les calculs d’aprés 1’équation (1.12)
=
notation explicitée (1.14) doit étre complétée par des indices de mailles -

= Ny u"t1 + Agu® + Fn| s’effectuent sur les points du maillage et la

n+1 7
Mgy . ko — Biky . ok
T
2 3 7+ 1 n+1 by 7
. 5 DBy v P Pk B B F ;;C-afm B B b K e D5

ou les indices &, . . . ky déterminent le point :
xl — k]_hl, s oay Xp = kmhm

Dans I’¢tude théorique nous supposerons que les opérateurs A;, A, appartiennent

au méme espace que I'opérateur £ de (1.1) et que les fonctions u™ (x) appartiennent
a 9B
Posons pour (1.12) la condition initiale :
HO (x) i { i3 (x]_ i x-"-h 0}} |].]6[
Soit 4™ (x) une solution du probléme homogéne de Cauchy (1.12), (1.16) (F* = ().
Alors 1’égalité
W (x)=c(t,ht + 1,0)ur(x), t =nt |1.17|

définit I’opérateur aux différences de passage c (T, h, t + 7, f)
et I'égalité :

Ly =mT
u™ (x) = c(t, h, 11, 1,) u™ (x) avec l ! }OQIIQIZ&QT |1.18|

définit I’opérateur aux différences de fransfert c (t, h, t, t,).

Cnom =C (T, R, 5, 1) avecty =mT, b =nT

Nous poserons : { -
= Cusm—1

11



NOTIONS PRELIMINAIRES
Le probléme de Cauchy (1.12), (1.16) est correct si :
le@ AL 0)||<M(T), 0<t=nt<T ?*+E<1]
oll 7, est une certaine constante suffisamment petite.
Le schéma (1.12)
— est correct sl :
le@htut) || SM(T), 0<1,<t,
— est uniformément correct Si :
{1, =
le (T, b tety) || Se®te), 0 <t < T et ‘

ol w est une constante ne dépendant que de T.

A
hi
it

— est stable si :
e Rtst) || €1, 0SS ST e !

— est asymptotiquement stable si :
lim ||c (T, b, t5, 1) || =0

fe—> 0

I1=m‘1'
rzznT

— est fortement stable si :

e, bt + 7, t||<1—e(z,h,T), €6>0 et lime=0

T, h—0

Ces définitions se transposent aisément dans le cas des pas variables :

T]_:fl'—tu, 1-'2=t2——'r]_,..., Tn=fﬂ.—fn_1

DEFINITION 1
Le schéma (1.12) est consistant A 1’équation (1.1.) si :

i @ A2+ 7, r):s(r +Tn0lutx0) || _
T—0

0

11.19)]

11.20|

11.21]

17.22|

|1.22'|

11.23]

|1.24]

et si cette convergence est uniforme pour tout ¢, 0 < ¢ < T, pour les solutions régu-

liéres u (x, t) des problémes (1.1) et (1.3).

DEFINITION 2

La solution u® (x) des problémes (1.12), (1.16) converge vers la solution u(x, t)

des problémes (1.1), (1.3) si, posant f =n T, on a :

lim || u? (x) —u(x,n7) || =lim||[c (T, A, nT,0) —s(nT,0)] 1y || =0 |1.25]

—0 7—0

et si cette convergence est uniforme dans I’intervalle [0, T], V u, € $H 1.

1. Nous avons défini la convergence pour ¢ = n 7. Mais pour la restriction de ca,m on a :

convergence pour ? = n T = convergence pour tout £

12



Les définitions de la correction, de la consistance et de la convergence exigent que
I"on indique la loi de passage a la limite :

h=h(r) et limh(z) =0 11.26]

=0

DEFINITION 3

Le schéma (1.12) est absolument correct s’il est correct pour n’importe quelle loi de
passage a la limite 4, T — 0, c’est-a-dire que la condition (1.20) est vérifiée a I’intérieur
de tout le voisinage :

S 11.27|
pour un 7, suffisamment petit.
On dit que le schéma (1.12) est correct sous condition dans le cas contraire, c’est-a-dire
si la condition (1.20) n’est pas remplie pour une loi de passage a la limite quelconque,
Dans ce cas la condition (1.20) est vérifiée dans un certain voisinage partiel de 0 dans
le plan (7, /) dont la frontiére passe par i’origine.
On définit de méme la distinction entre absolu et sous condition pour la correction
uniforme, la stabilité et la forte stabilité.

DEFINITION 4

Le schéma (1.12) est absolument consistant & 1’équation (1.1) si la condition (1.24)
est vérifiée dans le voisinage (1.27) et consistant sous condition dans le cas contraire.
On définit de méme la convergence absolue et 1a.convergence sous condition.

THEOREME DE CONVERGENCE !

Hypothéses
1) Les problémes de Cauchy différentiel et aux limites sont corrects.
2) L’opérateur A; + A, approche £ (A; + Ag ~ £).
N|E—TA)T|| SN2

Conclusion :

La solution du probléme de Cauchy aux différences (1.12), (1.16) converge vers la
solution du probléme de Cauchy différentiel (1.1), (1.3).

1. Les conditions analogues de convergence ont été obtenues pour la premiére fois par V. S.
Riabenkim et N. N. Meymanom ([5], [6]). Pour simplifier, nous nous sommes contentés
d’étudier le cas f= F=0.

2. Ici, ainsi que dans tout le reste du livre, E désigne 1’opérateur identité (N.d.T.).

13



DEMONSTRATION

Soit : u (x, ©) € C4 la solution des problémes (1.1), (1.3) correspondant a la condition
initiale u#,(x)e C4 et u"(x) la solution des problémes (1.12) (1.16) correspondant
a la méme fonction.

La grandeur ’
Vo (x) = ut(x) — u(x, n 1) |1.28]

vérifie 1’équation aux différences :

Vn-i-l e V'n

= =AM VLA VR + R, |1.29]
ol
ulx, 1)7]— ,RT
Ry =— br, (n + 1) '1'] i )—-—- 1ufx,(n+ 1) 71— Agu(x, n 7)) |1.30]
PV = uy(x) — u(x, 0) = Ug(x) —ug(x) =0 |1.31]
par définition de u,(x).
0
Pour # fixé, lim Ry, = — (—;—: — £ uo) en utilisant la condition £~ A, + A,
T—0
5 . i 3 Hy . .
et comme u, est solution de 1’équation 5 £ uy, lim Ry ; = 0 Vr fini,
=0
par conséquent lim [max || Ra ||] =0, |1.32|
>0 n i

Ecrivons 1’équation (1.29) sous la forme :
Vﬂ+1 — Cﬂ+1 Vﬂ -[_ .lln_'_l |.l'.33|
Cngq = (E—=< Al)_l (E G =l 4 An); }vn+1 =T(E—17 A1)_1 Rn+1 |1-34|

T
En posant ¢, , = Il c¢; on voit facilement (avec ¢,, = 1) que
i=a+1

n n
VP =c o V0 +2Zc 0k =2c, 4, |1.35]
y a=1 a=1
(puisque V0 = 0 d’aprés (1.31)).
De la formule (1.35), on déduit que :
T
IIV’“H%EIII%,“II'H%II |1.35 a|

or le probléme de Cauchy est correct donc C,, o OP€rateur de passage de V" a p»—¢
verifie :
| Cpall <M Va 12.35 b|

e[l =1lTE—TA) R || < TN||R, || [1.35 c|
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& aprés la troisiéme hypotheése, on a par conséquent :

7 || < © N max || Ra || 1.35d
n
135al71= | V2] < 2. tMNmax || Ra || = n‘rMNmax [| Ra ||
1.35b| _ |1.36]
et comme limmax || Ry || =0et que r < T,
0
on a :
lim || P* || =0 |1.37|

—0

pour t€[0, T], cgqg.fd.

THEOREME D’EQUIVALENCE!

Si le schéma (1.12) est consistant a 1’équation (1.1), pour que la solution u#5 (x) du
probléme (1.12), (1.16) converge dans 3 vers la solution « (x, t) du probléme correct
(1.1), (1.3) il faut et il suffit que le probléme (1.12), (1.16) soit correct.

Lz correction du probléme aux différences apparait donc comme une exigence indé-
pendante, ne découlant pas des moyens d’approximation.

Montrons-le sur un exemple d’équation a coefficients constants.

Soit %‘ =L D)u 11.38]

une équation a coefficients constants ol # est une fonction scalaire de x, ... xm, #,

et E(D):E.aal___ume‘...Dfn’" |1.39|
est un polyndme d’opérateurs différentiels D;.
Dans ce cas, le critére de correction simple est vérifié.
Soit « la fonction :
u =g e =8 |1.40|

&k vecteur a composantes entiéres, kx étant un produit scalaire.
Pour que la fonction (1.40) soit solution de (1.38), il faut et il suffit que w et k vérifient
I"éguation caractéristique (encore appelée équation de dispersion) :

w = L (ik) 11.41)

1. Le théoréme d’équivalence a été démontré par Lax [3], [4] dans le cas des équations
homogeénes et étendu au cas des équations non homogénes par Richtmyer [7].
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Le systéme (1.38) est correct dans L, [—II, + I1] si et seulement si :

Re o (k) < uy |1.42|
pour tous les k, ol u; est une constante indépendante de k.
n+l __ 40
Soit i it B (é) un 11.43|
T h

. A
un schéma homogeéne explicite consistant a (1.38) ol W est un certain approximant

de D, par exemple :

Alors (1.40) peut étre solution de (1.43) avec les conditions (équations de dispersion
aux différences) :

e®” —1 _¢ (e*"""—t)

T h

e‘iklh; . 1) ay (eikmhm S l)ﬂm
= Yay o l————) (T 1.44
D ouom (S, i 04

Une condition nécessaire et suffisante de correction du schéma (1.43) est de nouveau :
Re o (1, h, k) < s |1.45]
ot cette fois w est défini par (1.44), et o1 u, ne dépend pas de &, T, .

Pour k£ borné (k < K), on a :

lim (T, h k) = o (k) =L@k |1.46|

T,h—=0

et par consequent pour les classes de fonctions développables en série de Fourier,
les équations de dispersion (1.44) approchent 1’équation (1.41) et le schéma aux
différences (1.43) est correct.
Cependant, la situation est différente en pratique : 7, # sont petits mais finis et k
aussi grand que 1’on veut ou suffisamment grand .
On déduit de 1a que w (7, A, k) s’éloigne autant que 1’on veut de w (k) et la condition
(1.45) ne se déduit pas de la condition (1.42).

L’analyse harmonique de la stabilité s’avére étre trés commode en pratique. Contrai-
rement aux schémas dans lesquels on examine une perturbation des conditions ini-
tiales pour un point particulier du maillage et I’on analyse sa diffusion dans ’espace

1. Sile schéma aux différences s’étudie dans le méme ensemble # que le probiéme de Cauchy
alors k est aussi grand que I’on veut. Si le schéma aux différences s’étudie dans un espace

de fonctions discrétes, alors & ~%.
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L3

(x4, - . . .» Xm, t), dans I’analyse harmonique on examine la perturhatlon initiale de
type harmomque s

m

Ou = dug exp (i Z ky x1)

-1
et sa diffusion en découle. j
Le critére harmonique de stabilit€ peut €tre alors formulé de la fagon suivante :
si I’'amplitude de chaque perturbation harmonique ne grandit pas plus vite que e,
alors le schéma est correct.
Une perturbation ultérieure dans les données initiales ou dans le processus de calcul
(erreur d’arrondi) de la forme e** s’appellera simplement erreur sur x;, une per-
turbation de la forme e sera une erreur sur x,, etc.
De cette fagon, les schémas aux différences doivent satisfaire & deux conditions indé-
pendantes

1. Consistance.
2. Correction.

Comme nous le verrons plus loin, ces deux conditions ne sont pas seulement indé-
pendantes mais dans une certaine mesure sont assez souvent en contradiction.

A part les conditions de consistance et de correction qui sont indispensables, les
schémas aux différences doivent encore vérifier une série de conditions qui ont un
caractére moins catégorique mais qui sont pratiquement indispensables.

En premier lieu on trouve I’économie du schéma, le critére de 1’économie étant le temps
machine. L’économie d’un schéma aux différences n’est pas seulement un moyen
de gagner du temps machine, c’est dans certains cas une condition indispensable
pour que la réalisation du schéma sous forme de programme soit possible.

Dans I’intégration des équations non linéaires aux dérivées partielles, les critéres de
consistance et de correction se compliquent sencusemcnt ainsi que les conditions de
conservation 1.

On pourrait multiplier ces conditions mais déja sans cela il apparait clairement que
la construction de bons schémas aux différences est un probléme trés complexe.

Exemples

Nous allons illustrer cette introduction par des exemples.
Nous allons étudier quatre schémas d’intégration pour les équations de la chaleur :
ou C%u J

e = Cte 0. ! 1.47
o= " ol & T " 147

# =5, el *‘,
/ : \ .

1. Un schéma aux différences est appelé conservatif si Ies’/condmons de conscrvatlon sont pour

lui des identités. |
S / 17
W
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'.3.1 Schéma de la croix (schéma de Richardson)

i — gl _ 2&1 &_1
27 B K

Al = Tl"'-' E, A—I = E — T—l ]1-48]

T

Il est facile de vérifier que 1’approximation est du second ordre.
Posons p = e“".
Alors ’équation de dispersion pour le schéma (1.48) s’écrit :

kh a
e? + 8 rsin® [—2-] o—1=0 avccr=%; |1.49]

les solutions de I’équation du second degré (1.49) sont :

kh -t
91_2=—+4rsin25 :|:~/(4rsm"-2—) 7+ 1

La norme de I’opérateur de passage est :

dr + AJ1 + @4 r)

Pour 7, h quelconques, le schéma (1.48) est absolument instable. Par conséquent,
le schéma de la croix est absolument consistant, mais est absolument instable.

1.3.2 Schéma du losange (schéma de Dufort et Frankel)

u-n-l—l — yn—1 a
i - [T, u® 4+ T_; u® — (u? 1 + untl)] |1.50|

On peut mettre le schéma sous la forme :
uhtl __ yn—1
27T

h? ¢ <

11.50 a|

2
=%I2A1A—1un_

L’ équation de dispersion a alors la forme :

4 rcos kh +2r—1 _
1+2r  2r+1

e*—
D’ou : _
_2rcoskh F y[2rcos (kP —4r2+1  2rcoskh F 4/l —s

= 2r +1 T 2r+ 1

avec € =4r2-s5in2kh >0
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S1 & > 1, les racines g, et g, sont complexes conjuguées de module :

,\/Zr_1<1
2r +1
Si e, alors 4/1 —e=0<1,

et

2rcoskh F 0
2r+1

<1

lo| =

Par conséquent, le schéma du losange est absolument stable.
Vérifions la consistance :
L’utilisation de (1.50) nous montre que le schéma du losange est consistant a 1’équa-

tion :
ou 5 Pu a1t Pu
— a ol
ot Ox? h2  Or?
: - atTt
Avec la condition-limite : ) = A = const.,

le schéma de Josange est consistant 3 1’équation de la chaleur (1.47).
eoa 2 at
Avec la condition-limite : Tt ale const.,

le schéma du losange est consistant a I’équation du type hyperbolique :

ou 2 u 2 u
— =t — 1.51
at ax2 o [£.51]

Par conséquent, le schéma du /losange est un schéma absolument stable et explicite,
- non-absolument consistant de I’équation de la chaleur.

1.3.3 Schéma explicite a deux mniveaux

+1

- 5 11.52]

L’équation de dispersion a la forme :
Ikch

b= 1—4rsin2~5~ |2.53]
Le schéma (1.52) est correct si :
g &L |1.54|
h? 2

c’est-a-dire qu’il est stable sous condition.
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11 est facile de voir que le schéma (1.52) est absolument consistant a (1.47).
Par conséquent, le schéma (1.52) est absolument consistant & 1’équation (1.47) mais
est stable sous condition.

1.3.4 Schéma implicite a deux niveaux (schéma de Crank-Nicholson)

untl__ ymn

2
- =%ﬁlﬁ_1[au“+1—|—(l—a)u“], 0<a<1 |1.55]

I’équation de dispersion a la forme :

1—4r(1-—»a)sinzk—;

g
l ;

11 est clair que le schéma (1.55) est absolument consistant a (1.47).
1
Pour a = >’ (1.55) est également stable dans L.

Pour a = 1, le schéma (1.55) est absolument stable dans C, c’est-a-dire qu’il satisfait
le principe du maximum.

1 1
Ponr B @ sy e =
ks ) o

L’étude d’exemples de schémas absolument corrects et consictants a toujours conduit
4 des schémas implicites. Apparemment, ceci est vrai dans tous les cas.

L’utilisation des schémas a la fois absolument corrects et absolument stables rend
le calcul particuli¢rement commode.

» le schéma est stable dans L,
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NOTE DU TRADUCTEUR

Nous avons programmé le schéma (1.55) en Fortran double précision; le domaine est le carré
[0,1] x [0,1]; la solution exacte v (x, ) = exp (x + a@*f); Poura =1, a = 1/2 (a = 1/2 donne
la précision maximum), nous avons obtenu les résultats suivants (N = 1/h, NT = 1/r, tmax = 1):

NT
N 50 100 150 200 250

10 0,18 10-3 0,173 10-3 0,172 102 0,171 10-3 0,171 10-8
20 0,50 10— 0,45 104 0,44 10-¢ 0,43 10— 0,43 10-¢
30 0,26 10— 0,21 10 0,20 10— 0,19 104 0,19 10—
40 0,17 104 0,2 104 1% 10 0,11 10— 0.11 10+
20 0,14 10 0,87 10-° 0,77 10-5 0,73 10— 0,72 10-%
60 0,12 10— 0,65 10-5 0,55 103 0,52 10-% 0,50 10-5
70 0,19 10— 0,52 10-°% 0.43 10-5 0,39 10-° 0,38 105
80 0,97 10-° 0,44 10-5 0,34 10-° 0,31 10-° 0,29 10-5

920 0,91 10-° 0,38 10-° 0,29 10-5 0,25 10-° 0,24 10-°
100 0,87 10-° 0,34 105 0,25 10 0.21 10~ 0,20 10-%
110 0,84 10-° 0,31 10-° 0,22 10-5 0,18 10-5 0,17 10-5

130 0,80 10— 0,27 105 0,18 10-° 0,14 10-° 0,13 10-5
150 0,78 10-5 0,25 10-% 0,15 10— 0,12 10-° 0,70 10-°
170 0,76 10-% 0,23 10-° 0,13 10-5 0,10 10-5 0,87 10-°
190 0,75 10-8 0,22 10-° 0,125 105 0,91 10-5 0,75 10-8
200 0,74 10-° 0,21 105 0,120 103 0,86 10-% 0,71 10-%
250 0,73 10-% 0,20 10-5 0,10 103 0,71 10-% 0,55 10-6
500 0,70 10— 0,18 10-® 0,84 10-® 0,50 10-% 0,34 10-8

Ce tableau indique en fonction de N et NT l'erreur absolue moyenne, c’est-a-dire
NT

N
fﬂ_lrﬁ'z Z | uf — exp (ih + a’n7) |

n=1¢i=0

le temps machine est de I'ordre de N+ NT.
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logro &)

180-107°
= NT =50

B — -7.1:107°

1.9.10°°
V7~ o 107

% 0.89-10
N\Oazqo—ﬂ
250 \

0,36:107°

==

010 100 200 300 400 N

FIGURE 1.2. Schéma de CRANK-NICHOLSON en FORTRAN double-précision.
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Méthode de factorisation (récurrence)

Pour la réalisation du schéma implicite (1.55), on peut appliquer la méthode de facto-
risation qui consiste & considérer 1’opérateur du second ordre E—arA; . A_,
comme le produit de deux opérateurs du premier ordre. Pour 1’équation aux diffé-
rences du second ordre, par rapport a la variable d’espace (i indice de la variable
d’espace), on a :

Agug_l—FBiu-;-I-Cgui_},l:ﬁ_, d=1....N |]56|
les formules de récurrence ont la forme :
a) u = Xiugy + Yi
{ — A; Yi_ 1.57
b) Xi _ i i ¥ = fi i i [ |
B; + Ai Xi_4 B; + Ai Xi_y

Pour le schéma (1.55), posant #?*! = u;,, on a :
Aj=Ci=—ar; Bi=1+2ar; fi=[E+(0—a)rAA Ju? |1.58)

D’ou :

X ar 1 1 7
£= S— —

1+2ar)—arX;_ 1+2ar 1

( ) i . inc S, =8 (2+-—“) —Xi,

ar ar
1 1.58 a
fi+arYi_, ar 1
= e 1 =X hat ok
i1 (2 n 5) X

Les grandeurs X, Y, se déterminent a 1’aide des conditions aux limites. Par exemple,
si pour I’équation (1.55) on résout le probléme aux limites suivant :

ou (0, 1)
St B e
0 x ) B 11.59]

c) u(x,0) = uy(x)

a)

alors X, Y, sont déterminés par la relation :

Uy =ty Xo + Y, |1.60|
Pour vérifier la condition aux limites (1.59 a), il suffit de prendre :

Xo=1, Yy=0 |1.61]

Aprés cela, a I’aide de 1’équation (1.57), on détermine Xj, Y; par récurrence.
De la condition (1.59 b) on tire uy et de 1’égalité (1.59 a) prise de la droite vers la
gauche on détermine ;.
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Il est facile de voir que le schéma récurrent (1.57), (1.58 a) est spatialement stable
c’est-a-dire que dans le calcul par récurrence de X, Y;, w; ’erreur ne grandit pas.
L’algorithme par récurrence est trés efficace, le nombre d’opérations a effectuer a
chaque pas du schéma (1.55) étant seulement cing fois plus grand que le nombre
d’opérations 2 effectuer pour un pas du schéma simple (1.52).

Tenant compte de ceci, on voit que I’application d’un schéma implicite devient écono-

; i 1 g b
miquement rentable si ?1 > 5ol 7, est le pas du schéma explicite et 7, le pas du
2
schéma implicite.

NOTE DU TRADUCTEUR

La méthode de récurrence exposée ici dans le cas de I’équation de la chaleur & une dimension
avec u/y donné peut en faits’appliquer chaque fois que I’on peut metire chaque étape du schéma
a pas fractionnaires sous la forme :

r=1
{ = Aﬂ yn+rim <+ Am uht + Fat+ o,
T r=1...m

a condition que chaque schéma partiel ne soit implicite que par rapport & une seule variable
spatiale (c'est-a-dire si A,; n'opére que sur une seule variable). Dans ce cas, en ce qui concerne
r
n+ -
vj,3.".7 » un seul indice spatial est variable (par exemple i) et on peut poser : v} ;"™
4 =L a4+ =1 a 2l T
Posant alors : fi=wu; ; ™ +tAqu,;." +tF, ™ , on peut mettre chaque schéma
partiel sous la forme :

At Upya + Bitypgqy + oo+ CGUu+.c.+Divy =i (a)

(Si 2a + 1 est le nombre de points que nécessite I’approximation de Ay,).
Voici quelques exemples de I’application de la méthode de Yanenko généralisée.

Equation polydimensionnelle de la chaleur avec uf g donné :

A chaque étape du schéma, on a une récurrence a 3 termes sur les u; avec u, et uy connus :
on peut donc appliquer a chaque étape |'algorithme proposé par Yanenko.

du
Equation de la chaleur avec — / donné :
dn b3
(a) s'écrit ici :
—arviy 1+ +2anuvi—arvy, =fi (b)

On a bien une récurrence & 3 termes, mais on ne connait ni vy, ni uy mais deux relations de la
forme :

a1u0=ﬁl ul (C)
ayUN_y = fyun
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Si r est constant (équation de la chaleur & coefficients constants), on peut appliquer la
méthode suivante :

Toute suite récurrente a trois termes dépendant linéairement des deux premiers termes,
on peut prendre u; sous la forme :

=C£U0+D¢U1+Ei (P}

Les coefficients C;, D; et E; étant tels que la suite u; vérifie (b) et les valeurs u, et v, éfunl choisies
de maniére & vérifier (c).

Pour déterminer C;, D; ef E;, c’est-d-dire pour trouver la solution générale de (b), on peut
donner & u, et v, des valeurs arbitraires :

yy=u=0 permet de calculer (u;) & I'aide de (b) et (d) donne alors : E; = vy
Uy =1; v, =0 permet de calculer (v;) & I’aide de (b) et (d) donne alors : C; = u; — E;
Up=0; v, =1 permet de calculer (v;) a I'aide de (b) et (d) donne alors : D; = v; —E;

Les C;, D; et E; étant déterminés, on trouve v, et v, en écrivant qu’ils vérifient (c) :
qUg=piv; = a(Couy + Dyuy + Eg) = B (G up + Dy vy + Ey)
Ay UN—y = Pyun = a3 (Cy_1Up + Dy vy + En_y) = B3 (Cv ug + Div vy + Ep)

systéme linéaire permettant de calculer v, et u;, puis on calcule les (u;) & I’aide de (d).

Equation biharmonique : on connait Ugs Ups Uny ;. Uy et la formule de récurrence est de la forme :
QU+ buig+cvi+duy +eviy=f (@)
Posons : vi = Xi Uigy + Yi Vi + Z; B

En écrivant vy, = Xj v+ Vi viy + Zi
Vg == [xf-—z x‘—l + Yf—i!] Uy + Xi_g Yi—-l u£+1 + xi_g zl:—']_ + Z£_2
et en reportant dans (a), on trouve :
fi—dZ;_, —e(Xig Ziy + Ziy)
¢+ dXij_y + e (Xig Xiq + Yi_yp)

U.‘=-—.

soit, par comparaison avec (f) :

—b + in—l -- EXj_z Yi—l

Ay - ¢+ dXi_; + e (Xig Xi_y + Yi_p)

a
o = ¢+ dXiy + e (Xi_p Xi; + Yip)
z, fi—dZ;_; —e (Xiy Ziy + Ziy)

T+ dXi, + e (Xig Xig + Yip)
Pour amorcer la récurrence on peut prendre, par exemple :

Xo=Yo=0; Z, =1y,
XI=Y1=O;ZI=U1
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Méthode de factorisation matricielle

Le probléme est différent si I’on s’intéresse a I’équation polydimensionnelle de la
chaleur.
Etudions, par exemple, I’équation de la chaleur a deux dimensions :

ou 5 Au  Pu
prall (B_Jrz_’_'()_yz) |1.62|
dans le parallélépipede : x€[0,1], y€[0,1], t€][0,T]

et posons pour cette équation le premier probléme aux limites de Cauchy :
u(x,y,0) =uy(x,), (x,»)€GC

ulx,y,t) =g, y1), xy)ey

ot G = {(x,»)/x €0, 1], y €0, 11}, y la frontiére de G.

VA
1

G ———- )
0 1 );
FIGURE 1.3.

Comme pour le probléme a une dimension, appliquons le schéma implicite homogeéne :

Hﬂ+1 = uﬂ-
——— =Afeurtt + (1 —a)um) |7.63]
A=A +A, A =a° &‘h%‘l, A, =a? Az}i_‘—ﬂ |1.64|
1 2

Dans ce cas, il faut résoudre a chaque pas le systéme d’équations :

—ary(Ui_yj+tug)—arg(ugj_y +uggy) + 01 +2ary +r)dlu g =fij|1.65]
ot fi;=E+A—a)v A upy, wy;=ulf’

g
Pour résoudre (1.65), on applique la méthode de factorisation matricielle. Cette
méthode a été découverte, étudiée et appliquée avec succes aux problémes de physique
mathématique par un groupe de mathématiciens soviétiques (M. V. Keldych, I. M.
Guelfand, K. I. Babenko, O. N. Lakoutsievski, N. N. Tchentsov et autres) [8].
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G. I. Martchouk [9] a appliqué avec succes la méthode de factorisation vectorielle
et matricielle pour la résolution de problémes de physique nucléaire.

Nous allons décrire rapidement cette méthode sur ’exemple de I’équation de la
chaleur a deux dimensions (1.62). On peut écrire I’équation (1.65) sous forme matri-
ciclle

— - —3 —
Ajug_y + Biwg + Ciugyy = Jfs |1.66]
- =
ou ug, f; sont les vecteurs {uy;}, {fis}.

%
Les matrices A4, Bi, C; opérent dans A", — espace vectoriel normé des u; :

— ary 0 0
Ay =C = b = 0 = — a ry I (I matrice unité) |/.67]
0 0 —ar
14+2a(r; +ry) —ar, 0 0
—ar, 14+2a(ry+ry) —ar, 0
B; = 0 |1.68|
—ar
0 0 —ary, 1+4+2a(ry +ry)

La forme des matrices Aj, B; correspond au premier probléme aux limites pour le
rectangle :

x=ih, i=0,1,....,,N;+1

y=jh2: j=0,1,..., N2+1

Les indices 0, N; + 1, N, + 1 indiquant les frontiéres du rectangle.

Comme pour la méthode de récurrence, posons :

- - —
up = Xjujyq + Yi |1691
ou X; est une matrice, ;;; et ];Z des vecteurs.
Portant (1.69) dans (1.66), on obtient : ~
- - - =
(B + Ai Xi_y) g + Ciuiyy =fi— Aq Yiy |1.70]

Multiplions a4 gauche par la matrice (B; + A; X;_;)™1; on obtient :
— — — -
wp=—(Ai Xiy +B) Crugq + (A Xiy + B (fi— A Yey) |1.71]
En comparant (1.71) et (1.69), on obtient :

Xi=—(A¢Xey + BTG
Y; = (Ai Xi_g + BT (i —Ai Yiy)
Des conditions aux limites, on tire :
— - = .
Xo=0; Yo =g, g = {g({),y;, f)}: y; €10, 1], y; :Jka} 11-73i
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Les conditions (1.73) constituent des données initiales pour les formules de récurrence
(1.72) qui permettent de calculer X;, ¥; jusqu’a i = N,. L’égalité :

uny = Xog gy + Yy, i = (g, yn 0 »€I0, 1] 11.74]

- —

permet de déterminer le vecteur :Nl a partir du vecteur connu 4y, aprés quoi #;
se détermine grice a la relation (1.69).

Par conséquent, le schéma de récurrence matricielle est tout a fait analogue a la
recurrence habituelle a 14 seule différence qu’a la place des grandeurs scalaires Xj,

Yi, uy, nous effectuons la récurrence sur les vecteurs ;1, ﬁ et la matrice Xj;, que les
coefficients A;, B;, C; deviennent des matrices, et qu’il faut comprendre toutes les
opérations comme des opérations sur des matrices et des vecteurs.
Si les coefficients de 1’équation de la chaleur sont variables, alors pour chaque i
il faut inverser une matrice d’ordre A" 2, C€ qui est la difficulté de 1’opération.
C’est pourquoi I’application de la méthode de factorisation matricielle pour les
€quations de la chaleur dans un domaine rectangle n’est recommandable que si A~ 9
n’est pas trop grand. L’algorithme est encore plus compliqué pour la résolution des
problémes a trois dimensions.
Une des causes de 1’augmentation brutale du nombre d’opérations est I’augmentation
de la dimension de I’opérateur aux différences pour le pas le plus élevé en comparaison
avec le probléme & une dimension. On peut essayer de diminuer la dimension de cet
opérateur. Par exemple, a la place du schéma aux différences (1.63), on peut appliquer
I’approximation suivante :
unrtl__ un
s Ay untt 4+ Ay un |2.75]
Dans ce cas, la résolution du schéma implicite (1.75) se raméne aux récurrences
habituelles sur Xj. Il est facile de montrer, cependant, que le schéma (1.75) est stable
sous condition.
En effet, le coefficient o (k) = e®” de dimension de I’harmonique s’exprime par la
fraction

1 —a,, . o ks Bis, a®t
o (ky, ky) = : +‘:: as = 4 rg sin® —2—8, rs :h_"j |1.76|
La condition de stabilité sous condition a la forme :
1
re < - : |I.77|

2

Nous voyons que I’instabilité peut apparaitre comme conséquence de 1’approxi-
mation explicite sur la dérivée par rapport a Xy : alors que la solution harmonique
A(t)e*™ a une amplitude constamment décroissante, la solution harmonique
A (t) e*== aura une amplitude croissante si la condition (1.77) n’est pas remplie.
Les difficultés qui apparaissent pour des problémes polydimensionnels dans la cons-
truction de schémas simples absolument stables ne peuvent €tre surmontées par des
schémas homogénes et des approximations simples, quand I’intégration est effectuée
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de fagon unique pas 4 pas. Il convient donc de changer la structure du schéma aux
différences et de compliquer 1’approximation.

Etendons-nous un peu sur ce sujet. Jusqu’a présent dans la construction de schémas
aux différences, nous avons utilisé des approximations trés simples.

Par exemple,

A

—1

c?
I’opérateur D? = pre par ’opérateur etc.
X

1
2
Comme critére de choix de la simplicité de ’approximant, on peut utiliser la mini-
misation — pour une précision donnée — du nombre de points du maillage entrant
dans le domaine de définition de I’opérateur aux différences.
Soit A ~ () ’approximant d’ordre 0 (%4%) le plus simple. Alors, posant :
A=A+hro
ot @ est un opérateur arbitraire borné non singulier, A sera une approximation
de £ également d’ordre 0 (4%). Avec ceci, on a & sa disposition tout un choix
de paramétres ou de fonctions liés & I’opérateur arbitraire @ que I’on peut utiliser
dans un but ou dans un autre. L’utilisation du schéma avec une approximation

plus compliquée rend plus souple I’obtention de schémas et donne la possibilité
d’obtenir des schémas de réalisation aisée.
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= Schéemas simples a pas
fractionnaires pour l'intégration

d’equations de type parabolique

2.1 Mc¢éthode des directions alternées

-Le schéma stable sous condition (1.75) est dissymétrique : I’approximation de la dérivée
seconde par rapport 4 x est implicite et par rapport a y explicite.
Etudions la symétrisation du schéma dans lequel x et y échangent leurs roles 4 chaque

pas
uﬂ+2 S Hﬂ
g - :Alﬂﬂ+]+A.2Hn
4
un+1 — 1
———— = Ajuntl L Ayt |2.1]
T
3‘2
Au premier pas, comme dans le schéma (1.75), I’'opérateur £, = a2 Py est approché

2

implicitement et £, = a2 -

explicitement; au second pas, c’est le contraire, etc.
Nous appellerons (2.1) schéma des directions alternées ou S. D. A,

Le S. D. A. fut proposé en 1955 en mé&me temps par Peaceman, Rachford et Douglas
[10, 11]. Nous allons montrer que le S. D. A. est absolument stable et absolument
consistant a 1’équation de la chaleur (1.62).

Comme dans le schéma (2.1) le calcul ne se répéte que dans le passage du pas # au
pas #n + 2, nous allons considérer le pas n + 1 comme un pas intermédiaire. Pour

mettre ceci en évidence, nous allons considérer le schéma (2.1) comme faisant passer
) e . 1 .
du pas # au pas # + 1 avec le pas intermédiaire n -+ > Avec cette convention, (2.1)

prend la forme :

1
S T L | 1
[ - i =E(A1Hn+2+ﬁguﬂ)
MhgmE o et n+1
— i(Alu W 12.2|
T
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Nous allons montrer que le schéma (2.2) est équivalent a un certain schéma homo-
géne stable sans condition et consistant sans condition a 1’équation (1.62). Comme

dans [12], écrivons (2.2) sous la forme :

1
A2 —Bu" =0 2.3 a|
n+1 nts '
Agu'" " —Byu 2=0 2.3 b
A t T A
avec A, =E— % A, = _-iA-?, Bl=E+~%, B—E+ 2 [24]

Multiplions (2.3 a) 4 gauche par B,, (2.3 b) par A, et additionnons :

1
Ay A, untl — B, By u" + By Ay — A By u" 2 =0

Si nous supposons que les opérateurs A, et A, sont commutatifs *, on arrive au schéma:

AlAz uﬂ'+1“-“B1 Bg u” e 0 |2.5i

Reportant (2.4) dans (2.5), aprés quelques calculs simples, on obtient le schéma
homogéne équivalent a (2.2) :
untl—u® Ay + A,
T B

D’otl 1’on déduit que le schéma (2.6) et son équivalent (2.2) approchent 1’équation
de la chaleur avec la méme précision que le schéma :
untl__ yn u® + ynti

L AT A=A+ A

]
(u® + wntl) — 7® A; A, (untl— um) |2.6]

Démontrons la stabilité inconditionnelle du schéma (2.6) ou, ce qui revient au méme,
du schéma (2.2). Posons :

un = gn g+l uﬂ+% _ ﬂw% itk + kea) 12.7]
Reportant (2.7) dans (2.2), on obtient :
1 ay
ﬂ.+§ L E
0= 1 = = 2.8 a|
n - 4
>
a
nn+l s El
92 — 1 — 12.3 bl
nty 14 %
n T3

1. Dans le cas des équations aux différences avec des coefficients constants, d’un probléme
de Cauchy défini dans L, [— m, + 7] et d’une fonction scalaire #”, la commutativité est
effective.
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( _%) ( _%2) 2.8 |

Y - atv
a3=4rssm28—2~: s = 23

r §F= 1,2 [2.9i

On en déduit que | |<1 V7 |2.10] -

La stabilité de (2.2) est démontrée. Il est facile de voir que (2.6) produit la méme expres-
sion de p. De cette fagon, grice a I’introduction de pas fractionnaires intermédiaires,
nous avons obtenu un schéma absolument stable. De plus, a la place d’une récurrence
matricielle nous obtenons deux récurrences simples, ce qui diminue considérablement
I’étendue des calculs.

Analysons les formules (2.8). L’égalité (2.8) montre que pendant le premier demi-pas

I’erreur dans la direction de x; diminue de (l + %1) fois, et I’erreur dans la direc-

12

tion de x, augmente de ( 2) fois, alors que pendant le deuxiéme demi-pas,

: : 2 a .
au contraire, 1’erreur dans la direction de x; augmente de (1 - f fois, et I’erreur

dans la direction de x, diminue de (l + %2) fois.

Par conséquent, aussi forte que soit ’erreur dans une direction donnée pour un demi-
pas donné, au demi-pas suivant elle diminue forcément, aussi en deux demi-pas elle
n’augmente pas en module. Ceci montre immédiatement 1’avantage du S. D. A.
sur le schéma (1.75) :

uﬂ'l‘l = u'n
T
et sur le schéma analogue :
i yn
T

Dans le premier schéma 1’erreur dans la direction de x; diminuera toujours de (1 + a,)
fois et ’erreur dans la direction de x, augmentera toujours de (1 — a,) fois. Dans le
deuxiéme schéma au contraire, 4 chaque pas I’erreur dans la direction de x; augmen-
tera de (1 — a,) fois et ’erreur dans la direction de x, diminuera de (1 + a,) fois.
Par conséquent il est indispensable d’échanger les roles de x; et x,, ce qui est fait
dans le S.D. A.

Dans cette méthode I'intégration dans chaque direction est réalisée alternativement
soit a 1’aide du schéma explicite, soit a 1’aide du schéma implicite et 1’augmentation
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de I’erreur dans le schéma explicite est compensée par la diminution de I’erreur dans

le schéma implicite L, ‘ .
De ces considérations découle immédiatement le fait que le S. D. A. n’est pas appli-
cable au probléme a trois dimensions. Etudions pour 1’équation bidimensionnelle de

la chaleur :
3
du 02 u
ot 0x2

i=1]

12.11|

un schéma analogue au S. D. A. Dans ce cas I'intégration dans chaque direction
Xy, X3, X3 est une fois implicite et deux fois explicite. Par conséquent 1’augmentation
de I’erreur dans le schéma explicite n’est pas compensée par sa diminution dans le
cas implicite. Confirmons ce fait par une analyse précise du S. D. A. 3 trois dimen-
sions :

F_un+51-' —u" 1 nti n
e =-§(A1u 3+ Agu" + Agu™)
Hn+§ —uﬂ+3 1 ﬂ+-1- n+g ‘ 'n+l
P = 5 (A‘l u 3 + Aau 3 + Aa u 3) j212l
n-+1 '.'r+g
u —u 3 1 a 2
- -3 '8 4 A u™tE Ay

Pour les coefficients des produits, on obtient :

1 1 1 N
1—§(a2+a3) ]—§(a1+a3) 1_§(a1+a2)
s 3 0g = s O3 =
1 1 1
1+§a1 l+~3-aa 1+§a3
1 1 1 e
[1 — 3 (ag . 03)] [1 — 5‘ (ﬂa -+ al)] [] m— 3 (ﬂl + aa)]
0 =010203 = 1 1 .
(I + § ﬂl) (1 + 3 ag) (1 + 3 aa) |

On en déduit immédiatement que le schéma n’est pas absolument stable.

1. La compensation de stabilit¢ dans la méthode & pas fractionnaires est analogue & la
compensation de solidité a la flexion d’une feuille de contreplaqué composée d’une série de
feuilles collées avec des fibres tournées alternativement dans un sens puis dans un autre.
Si ’on colle les feuilles avec les fibres toujours dans le méme sens, la compensation
n’a plus lieu.
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at . o kgks .
En effet, pour 7 assez grandeth; = h, = hs,ona |rs = — et as = 4 r; sin 5 )

ks
2 2a
I—32 —3 2
01 = T ® R —2 (5 a assez grand devant 1) et
1 +§a §a
0 =010:03~ — 8 |2.I4|

Remarquons egalement que le S. D. A. ne s’applique pas a la résolution de :

m
du _ 2 u
or a ; s 3.7:5 6‘xg

i =1

méme pour m = 2.

NOTE DU TRADUCTEUR

Nous avons programmé le SDA en Algol simple précision dans le carré [0,2] x [0,2]; fe [0,20];
solution exacte : v (x,y, 1) = 10000 + exp (x 4+ y + 2 a2 1).

Pour a® = 0,1, T =1/100, N = ft?_‘if} = 1 Nous avons trouvé :
N Erreur relative | Temps machine sur IBM 7044
moyenne (Compilation comprise)
10 7,4-10-8 5 minutes
20 1.7 - 109 10 minutes
50 1,2-10-% 20 minutes

Pour N = 50, le maximum de I'erreur relative est de 1,5- 10-5,
En prenant comme solution exacte v = exp (x + y + 2a%f), on trouve pour N =10 et
NT =100 une erreur relative moyenne de 7,210~ (a® = 0,1).

Schéma des corrections stabilisatrices

Pour la résolution des équations tridimensionnelles de la chaleur dans 1’ouvrage [12],
Douglas et Rachford ont proposé le schéma suivant :

1 ]
uﬂ-"‘é uﬂl +1
o~ g
L E A At A
T
2 1
n+z N+
I 3 —u 3 2
= Ay ™8 — |2.15|
T
n-+1 ':¢*:+g
u —u 3
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2.3

On peut recopier le schéma (2.15) sous la forme :

4 48
Asu" 73 —Bsu' '8 —_—Csuﬂ] s =123
A, =Bphs Bo=E 12.16]
Ci=Ty+Ap; Co=—7hAy; GG=—7TA
1 2
Eliminant #"*3 et 4”3 entre ces trois équations, on obtient le schéma homogéne
équivalent

Ay Ay Ay umt B, B, Byu® = [C; + A, C, + A, A, Gyl u? |2.17]

En utilisant (2.16), on peut mettre encore (2.17) sous la forme (en ordonnant par
rapport & ) :

e S

= A. un—l—] — 7T (A]_ A2 + AI A.a + A.z As) (H'H'l — Hﬂ'}
+ 2 A A Ayt —um)  avee A=A, + A, + A, 12.18|

T

Pour le coefficient d’accroissement de ’erreur, on a :

_1t+@a,taza +a3a) + a0, a + a; + ag
(1 +a)d +a)d + ap) (1 +a)( +ap) (1 + aj)

De (2.18) on déduit la consistance, de (2.19) la stabilité.

Remarquons que la structure du schéma est la suivante : le premier pas donne la
consistance absolue a 1’équation de la chaleur, les pas suivants sont correcteurs et
servent & améliorer la stabilité. C’est pour cela que I’on nomme ce schéma a correc-
tions stabilisatrices, Plus tard [26] Douglas a exposé le schéma a corrections stabili-
satrices de second ordre de précision (¢f. ch. 2, 7).

12.19]

Schéma de désintégration pour 1’équation de la chaleur sans
dérivée mixte (systtme orthogonal de coordonnées)

L’analyse de la stabilité du schéma alterné nous a montré que I’approximation par
un opérateur explicite diminue la stabilité. Ceci nous conduit a 1'idée d’utiliser a
chaque pas intermédiaire uniquement des opérateurs implicites. De plus, chaque pas
intermédiaire réalise une partie de ’approximation de ’opérateur :

>
cg?g = ﬂzgx—g ‘2.20[

L’approximation totale étant obtenue a la fin du pas entier.
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Un schéma de ce genre fut pour la premiére fois proposé par 1’auteur dans
I’ouvrage [13]. Nous appellerons ces schémas schémas de désintégration .

Un schéma tres simple de désintégration pour une équation de la chaleur i trois
dimensions est le suivant :

= N;g 3 12.21 a|
T
n+g n+1
7R p— 3 _1_3
=N, u""3 |2.21 b
T
nt1 n+§
=Agu |2.21 ¢
T
Recopions-le sous la forme :
& 3—1
+3 =
[Aaun *’—Baun 3 =90

A —E_<A, B —E]*= 123 12.22]

1 2
. . n+z n4+= .
Eliminant "~ 8, &" ' 3, on trouve le schéma équivalent :

AIAZAB Hn+1—B1 Bz B3 un = A]_ A2 Aau“+1—EH” =0 12..23I
Ordonnant (2.23) par rapport a T, On trouve :
untl_gyn

= A — (A A Ay Ay + Ag Agun i+ T2 AL A Aguntt [2.24)

Pour g,, 05, 03, 0, ON trouve :

1 1
) =1,2,3; =
I vd ™ U +apl +ap( + ay

De (2.24) on déduit la consistance de (2.25) la stabilité du schéma (2.12). Il est facile
de voir que le schéma (2.21) satisfait la condition de I’extrémum. Ceci découle du fait
que chaque equation (2.21 a), (2.21 b), (2.21 c) satisfait la condition de I’extrémum.
Etudions, par exemple, le schéma (2.21 a), en I’écrivant d’abord de fagon indicée mais
en supprimant, pour simplifier, les indices par rapport a x, et x5 :

0s = 12.25]

1 il 1
a + fttg
u'ts— u L-Zu &ty
i TN i—1
S 2
T h

1. Les schémas de désintégration sont souvent appelés schémas de splitting-up (N.d.T.)
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1 aT
F LY ﬂ-+" _ e s
Résolvant par rapport a u, 3 on trouve : (r = ———)

42
wi r ntx 1 n r n+%
8 = u 3+ u —+ U,
i 1+2r 1  142r % 142 i+l
D’ou la condition d’extrémum :
1 1 1 1 1
= n+x n n+z3 n+o n+5 n n+o
mm{u 3 u 3‘<u 8 < max |u 3 u 3
p? G Mg | 5% TS =1 T8 Ten

De cette condition, en particulier, on déduit la convergence dans C de Ia solution aux
différences vers la solution de 1’équation différentielle (convergence uniforme).
Pour I’amélioration de la précision du schéma (2.21) nous pouvons appliquer le
schéma avec un poids a :

i ]
n+-§_ 7 1
”_Ti A faws 40— o]
ﬂ+—2' n.+-1-' 9 1
3 3 : 17
= = L - A, [a B — )" 12.26
2
uﬂ-l-}. . uﬂ+§ o +g-
= =A3l:a.uﬁ +(0—a)u""3
Le schéma homogéne équivalent a la forme :
A1A2A3Hn+1——B1B2B3uﬂ'=O |227|
A3=E‘—'aTAs, B3=E+(1—(I)I'A3,S=l,2,3 ’

Ordonnant (2.27) par rapport a 7, on trouve :

uﬂ+1 —yn

=Aflau + (1 —a)u?] + 1 [@unrtt + Oy un) 12.28|

O, =—@[A Ay + A A+ A Al + T Ay Ay Ay } 2.29]
®0=(1—H)E[A1A2+A1A3+A2A.3]—|~‘E(1—a)3A1A2A3 i

1
Pour a = 5’ on obtient le schéma :

2
=Ah——%%(A1Aﬂ+A1A3+A2A3)

; 2 T

2
+ % Ay Ay Ay (un + um) (2,30
Le schéma (2.30) a une précision d’ordre 0 (72 + /#%).
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NOTE DU TRADUCTEUR

Nous avons programmé en Algol simple précision le schéma 2.26 dans les trois cas suivants :

1) Equation de la chaleur d deux dimensions sans second membre

Domaine : [0,1] X [0,1); tmax = 1; solution exacte : v(x,y, 1) =exp(x +y + 21).

N Y 100 200 300 500
10 4,710 4,7 -101 4,6-10 4,6-10—
20 1,3 -10~¢ 1,2- 104 1,1-10-% 1,2-10—4
30 59-10° 5,0-10-% 3;5-10~%

50 2,8:-10-° 1,0- 105

Ce tableau donne en fonction de N et de NT I’erreur absolue moyenne. Le temps machine est
de la forme t = k N2 NT; voici quelques chiffres (programmation sur IBM 7044, compilation
comprise) :

N = 10; NT = 200; temps : 4 minutes.

N = 30; NT = 100 : 10 minutes; NT = 200 : 20 minutes; NT = 300 : 30 minutes.

2) Equation de la chaleur & deux dimensions avec second membre!

Domaine : [0,1] X [0,1]; fmax = 1; solution exacte : u = sin (x + y + f); second membre :
f=cos(x+y4+1+2asin(x+y+ f); nous avons pris a = 1.

N NT Erreur absolue Temps sur IBM 7044
moyenne compilation comprise

10 100 0,35-10"2 2’ 20"

20 200 0,19 - 102 127 09~

10 500 0,75-10°3 8’ 09”

20 500 0,79 - 103 28" 417

3) Equation de la chaleur @ trois dimensions

Domaine : [0,1%; tmax = 1; solution exacte : u=-exp[x +y + z + 3 a?1].
Pour a =1 et N = 10, nous avons le tableau :

NT 60 70 80 90 100

Erreur relative moyenne | 4,61-10~% | 4,56 - 10-5 | 4,54-10-3 | 4,52-10-% | 4,51 -10-%

Pour NT = 60 et NT = 100 nous avons eu des temps machines de 15 & 25 minutes (avec N = 10).

I. Les résultats numériques sont donnés avec un découpage f = f, + f, quelconque; nous avons montré (cf.
Lemaréchal-Népomiastchy [I] comment choisir f, et f, de maniére & améliorer la précision.
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Schéma de désintégration pour 1’équation de la chaleur avec
des dérivées mixtes (systtme de coordonnées quelconques)

Etudions 1’équation de type parabolique :

2

Mty T W AR— |2.31]
— == u, — == il .
ot Y 0xi 3x;r’ "
Wi=1
au et a22 >‘ 0; alz ] a‘zl et a]]_ agz S a¥2 = 0 |2.32|

Dans ce cas, le schéma homogéne aux différences :

uﬂ-l-l —yn

= =Afaurt + (1 —a)un], A~E, |2.33]

devient nanodiagonal, et la résolution du systéme par récurrence matricielle devient
tres volumineuse. L’application du schéma implicite alternée, elle aussi, ne conduit
pas a un schéma simple.

Dans les travaux de V. A. Soutchkov, Y. I. Pogodine et de 1’auteur [14], le schéma
suivant est proposé :

1
n+2

—_— 1
/] - U — AII uﬂ+2 + A12 uﬂ
i ]2.34|
uﬂ'l'l - uu+§ 1 =
- _ Agl uﬂ+2 + Azg ufH"l
ou
A 02 =
Au =dan lhf '~ ﬁ11 =dan gx_%
A +A_ DA, +A) 02
A12 e AEI = Gy ! 41‘&1 h: z o~ Em = ajp m 12-351
A, A 02
Aoy = a B Loo = oo —
T R  ox} ]

Il est facile de voir que (2.34) est un schéma de désintégration.
En effet, au premier demi-pas, on approche la « moitié » de I’opérateur £ (£, + £,5),

1
£11 étant approché au niveau supérieur n -+ > et L1, 4 I’inférieur; au deuxiéme demi-pas
on approche la deuxi¢éme « moiti€ » de I'opérateur £ (€5 + £55), £4 = £,o étant

. C ers 1 : .
approché au niveau inférieur n + 5 et £y, au niveau supérieur n + 1.
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Le schéma homogéne équivalent a la forme :

Agy Agp u*t — Afy u =0

Ay =E+ (— 1A Ay ij=1,2 12.36]
Divisons par 7 :
uﬂ“!‘l_uﬂ
== A+ Ap)un™ L2 A um— T (A Agpuntt— AZ,um)  |2.37]

On en déduit la consistance a (2.31) du schéma (2.34).
Il est facile de démontrer la stabilité du schéma. En effet,

=1 1= _ (1 — 1P

= 0 = = 2.38
=1 ¥ "11, S+ "22’ . A+ LA+ 1) 12.38
kih kih / kih :
ol Iy =4 '.*:%sin2 %s Lo =4 TI::’:Z cos 12 tcos kazlz .sin —12-!s:ink27h2 |2.39]
De la, tenant compte de (2.32), il vient :
o<1 12.40)

La stabilité et avec elle la convergence du schéma sont démontrées.

NOTE DU TRADUCTEUR

Nous avons cru utile de détailler un peu la démonstration de (2.40). D’aprés (2.32), ay, et
g3, sont positifs et

@y dgp — Gy > 0
Par conséquent, nous avons également I, et |, positifs et
2
hileg—112 >0
En effet, posant pour simplifier :

. AR 2
Z% = Oy Qg — 07y

kyhy kshgy

< S ' e B 2.2

s = sin ) sin 2 < 1
kyhy kohg

B g 2 g =8

t cos ) cos 2 & 7

T2 16 72 . 22
il vient : Il — 13, = yrTey [(a%, + 2%) s? — a3, $*%] = Hent [a3, s® [1 — 1] 4 2z%%] = O
12 12

(1 — ) .
(1 + k) (1 + L)

Remarquant maintenant que Iy, et Iy, positifs entraine d’une partque g = st
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' l apE
u"; 2 5 Wlylys, nous pouvons alors (utilisant Iyly > [3)

encadrer ¢ de la maniére suivante :

positif, d’autre part que

1 — 1) =1,
0{9( ( 13) <:l 12]

14 2aflgloe + Iylay | 1 |hel

On en déduit que |o| < 1 quel que soit I,

Avec des conditions plus sévéres que les conditions elliptiques (2.32), on peut appliquer
la méthode de désintégration également a 1’équation de la chaleur tridimensionnelle :

u . 0% u 1241
m N W3 b"x,; 8x; .

hi=1

Dans ce cas on peut appliquer le schéma suivant, proposé par ’auteur [15, 18] :

ey 1 1
= += n
=-Apu 6+ Apu
T 2 11 12
2 1
n+z ntz
u G—"‘u 6 ﬂ+1 1 +g
:A.mu ﬁ+"‘A22un 6
T 2
ﬂ+§ n+z
gt—ue 1 nts n+:
=Apu 8+ Au 8
¢ o )
12.42]
n+= n+z
u ®—u 6 P +
=_-_A_33 » 6+A31"ﬂ 6
T
b 4
n+z n+=
g =y ] n+= At
—— ﬁ+ u ﬁ
T 2
n+1 ﬂ+g 1 "
— n+1 n+z
= =5A33u +.A.33" 6

Le schéma (2.42) est consistant 4 (2.41) et est stable si la matrice || by; || est définie
positive, ou
Qi

by = aysii #j; bu= 2 |2.43]

1. D. Sofronoff [65, 66] a proposé une série de schémas d’intégration de 1’équation
(2.31) basés sur le principe prédicateur-correcteur (cf. ch. 2-7).
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NOTE DU TRADUCTEUR

Nous avons programmé le schéma (2.34) en Algol simple précision dans le domaine
[0,1] X [0,1]; tmax = 1; @y, = g, = 1; a;, = 0,2; solution exacte : v =exp [x + y + 2,41].

N NT Erreur absolve Erreur relative Temps sur IBM 7044
moyenne moyenne compilation comprise

10 80 0,55 102

10 100 0,46 - 102 0,38-102 2 minutes

10 1 000 0,14 - 102 12 minutes

20 80 0,40 - 103

20 100 0,33-103

20 150 0,22-10-3

30 80 0,39-10-3

30 100 0,31-10-3

5 Schéma de factorisation d’un opérateur aux différences

Les travaux de Baker et Oliphant [16] proposent la méthode suivante pour intégrer
I’équation de la chaleur (1.62).

Soit : Q un+1 — fn |2.44|

un schéma implicite d’intégration de (1.62), £ un opérateur aux différences a 1’éche-
lon supérieur (z + 1), f* le résultat de ’application des opérateurs aux différences
aux niveaux inférieurs. De fagon indicée, le schéma (2.44) s’écrit :

2 Cyi ] = il |2.45]
k, 1

T
Dans ’ouvrage [16] on démontre que si on se limite aux opérateurs nanodiagonaux,
c’est-a-dire des opérateurs pour lesquels est vérifiée la relation :

Cigp =O0pour |i—k|>1; |j—I1[>1 |2.46|
alors on peut choisir I’opérateur () de telle maniére qu’il se présente sous la forme
d’un produit de deux opérateurs rridiagonaux A et B, ce qui veut dire :

Cijrr = Aix By |2.47|
avec A =0 |i—k|>1; By=0, |[j—1]|>1 |2.48]
Dans ’ouvrage [16], le schéma (2.44) est issu de I’approximation & trois niveaux
de I’équation de la chaleur (1.62) :

1,5 untl —2 u® + 0,5 u™!
T

— A e |12.49]

ou A est un opérateur nanodiagonal.
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Alors : Q=15E—71A, ft=2u"—0,5um" |2.50|
L’opérateur A est choisi de telle fagon que I’approximation :

52 82
— - 2 _
ANE—EI+E2—aax2+aay2

soit d’un second ordre de précision et que I’opérateur () de (2.50) se présente comme
un produit de deux opérateurs tridiagonaux au sens de (2.47).

11 se trouve qu’avec ces conditions A est déterminé de fagon unique. Aprés cela la
résolution du systéme (2.45) se rameéne 4 deux récurrences.

En effet, posons :

A={Ax}, B={Bx} wm={wm1} |2.51]

s Wil = X By unt} (vt = Buntl)
k

Alors I’équation (2.44) se sépare en deux équations :
Aypntl zf'n, Buntl — vn-ﬂ 12.5‘-_)'

chacune d’entre elles se résolvant par une récurrence tridiagonale. Dans le travail [17],
Baker a donné une généralisation du schéma de factorisation de I’équation au niveau
supérieur dans le cas de 1’équation polydimensionnelle de la chaleur avec des coeffi-
cients constants.

Comme 1’a fait aimablement remarquer a I’auteur V. A. Soutchkov, le schéma de
factorisation d’un opérateur proposé par Baker et Oliphant dans [16] est analogue
au schéma de désintégration et y revient entiérement par 1’échange d’une appro-
ximation a trois niveaux (2.49) avec 1’habituelle & deux niveaux.

Schéma de factorisation approchée d’un opérateur

L’ouvrage [18] décrit la factorisation approchée d’un opérateur sur I’exemple de
1’équation de la chaleur. Soit :

untl__ yn m Ay A_y

= :Au“"'l, A=2AN, MN=a®
i=1

=

12.53|
$

une approximation trés simple de I’équation :

mn
ou 5 0% u
—— — a —
ot ox%
i=1



Ecrivons (2.53) sous la forme :
(E—7tA)url =Eun |12.54|

Factorisons 1’opérateur E— 7 A avec une précision d’ordre 72.
Pour cela remplagons E— 7 A par la factorisation :

T i
IIE—7TA)=E—7A+ 72D |2.55]
i=1

L’identification des termes en 7 donne :

®=ZMA—7 = AAjAr+..... +(—1ym g2 I Ay

Remplagons (2.54) par le schéma factorisé :

m
Qurtl =1 (E—71A)urtl =Eun 12.55'|
i=1

2

i
Introduisons les quantités intermeédiaires { T } i-1 .. m- al’aide des égalités :

1
(E—tADu"m =EJ"

2 "
(E*—TAz)Hﬂ-'-m =E£¢;1r T |256|

----------------------

Le schéma de désintégration (2.56) est équivalent au schéma de factorisation approchée
d’un opérateur au niveau supérieur (2.55).
On effectue de fagon tout a fait analogue la factorisation d’un opérateur au niveau
supérieur dans le schéma de Baker et Oliphant.
Examinons ’approximation a trois niveaux de I’équation de la chaleur a deux dimen-
sions

1,5 yntl —2 y® + 0,5 yn1

— Ayt 12.57|
; %
. : o®
ou A = Al + Ag, A.g ~ Lg = g* .a_x‘?‘ i2.58|
i
Ecrivons le schéma (2.57) sous la forme :
(A5E— 1t A)urtl =fn avec fr=2u"—0,5u"? 12.59|

Remplagant 1’opérateur 1,5E — 7 A par un opérateur factorisé, on obtient :

{0 A
Quntt = 1,511 (E— T l—é) ynt = fn |2.60|
o 5

1=
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2.7

avec 1’opérateur nanodiagonal factorisé £2, ce qui coincide avec le schéma de Baker
et Oliphant.

Remarquons que l’approximation exacte de I’opérateur au niveau supérieur Q
a l’aide des formules (2.45-2.47) est impossible dans le cas de I’équation de la
diffusion a coefficients variables, car dans ce cas des itérations complémentaires
sont obligatoires (cf. [19]), rappelant le schéma de N. I. Bouleiev [20]. Mais la facro-
risation approchée, elle, est également valable pour des coefficients variables.

La méthode de construction de schéma avec des opérateurs au niveau supérieur
factorisés pour une classe étendue d’équations a coefficients variables a été travaillée
par E. G. Diakonov [21-24] qui a démontré sa convergence a 1’aide des estimations
a priori et a donn€ un algorithme de résolution des conditions aux limites 1.

Pour avoir plus de détails sur la factorisation approchée, ¢f. ch. 9, 3.

Schéma prédicteur-correcteur

Comme nous I’avons montré dans (chap. 1.2), le schéma S. D. A. (directions alternées)
a une précision du second ordre, mais étant stable sous condition n’est pas applicable
aux équations tridimensionnelles,; quant au schéma 4 corrections stabilisatrices, bien
qu’il soit absolument stable, il a seulement une précision du premier ordre en .
L’ouvrage [25] de Brian propose un schéma absolument stable, réalisable par des
récurrences tridiagonales, de second ordre de précision par rapport a ¢ et aux
variables spatiales. Le schéma est obtenu & partir du schéma a corrections stabi-
lisatrices et a regu le nom de procédé prédicteur-correcteur.
Expliquons le procédé prédicteur-correcteur sur un exemple simple d’intégration d’une
¢quation différentielle banale :

Ox

E =f(x, t) ,2'6'”

Le schéma habituel des trapézes :

fi+l ___ 1 n ¢ n+1l gn-+l
x : x =f(x,f)+§(x 2l 12.62 a

ou

ntl__ yn n+1 n 1
i S, (x——+ & “*2) |2.62 b

— s I
T 2

1. E. G. Diakonov emploie le terme : méthode de I'opérateur désintégrable.
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nécessite des itérations & cause de la non-linéarité de la partie de droite. Le schéma
prédicteur-correcteur

x'n.+'2" . xﬂu :

X ETX ) 12.63 al
T
2

AL — B E T

B G 2,63 6]

est d’ordre 2 en précision et ne nécessite pas d’itérations.

De fagon analogue, on peut appliquer ce procédé pour des équations aux dérivées
partielles. Dans 1’ouvrage [25], on propose un schéma d’intégration de 1’équation
(2.11) basé sur le procédé prédicteur-correcteur :

n

u BT—H gz b uﬁ-ﬁ-é b At Kol 12.64 a
2
un+§ : uﬂ+é A, (u”% M 12.64 b|
2
un-&% o u“g _ A, (”?H,g . |2.64 c|
T
2
&:““ = A, o+ A, e Aau“*g |12.64 d|

Les équations (2.64 a, b, ¢) constituent le prédicteur (schéma des corrections stabili-

1
satrices) conduisant u & ¢ = (n A+ g) ol (n + f) T; D’équation (2.64 d) est le

correcteur.
Montrons que le schéma (2.64) est absolument stable et de second ordre de précision

par rapport a f et x;, Xp, Xg.
1 2 3
Eliminons les pas intermédiaires 4”18, 4" *8, 4" *6 entre (2.64 a, b, c, d) :

un+1 —un um unti 1-2 untl__ ym

= =A—2—"—2(A1A2+A1A3+A2Aa) -
yntl__ ym

-53
On en déduit la stabilité absolue et le second ordre de précision du schéma (2.64).

47



Le travail de Douglas [26] propose un schéma a pas fractionnaires également
absolument stable et du second ordre de précision :

1 B P
i Al ("ﬂ""a __l_ u‘!&) + A_g ut + A3 umnt = -
2
1 1 2 mES 0
%Al (uﬂ+3 +u") + 5 A, (uﬂ+3 SRRy S A, i e u - ]2.66|
] : 1 2 1 | n+l __ m
5A1(Hﬂ+3+un)+£1\2(u”+3+uﬁ) -f-iAa(u”“_[_u"'):” .
T —_—
On peut recopier le schéma (2.66) sous la forme :
1 i
uﬂ."‘é —u" 1 - ) )
T =5 M@ P4+ d) + Ay + Agu
2 1
ﬁ+§_._.. ﬂ.+§ 2
2
T — WM n+l  m
== A3 (u —u)
T 2 |

D’ou I’on déduit que ce schéma a le caractére de corrections stabilisatrices. Le schéma
aprés élimination des pas intermédiaires donne la méme €quation (2.65), c’est-a-dire
que les schémas (2.64) et (2.66) sont équivalents.

Indiquons encore un schéma du type prédicteur-correcteur :

—u 1
g —— =l 0 12.68
2
uﬂ+a — H'ﬂ'-'_% 2
= = Ay u"7s 12.68 b|
2
3
'I“l.-"l"':s s ﬂ,+§ §
= Ay 12.68 c|
2
n+1 . uﬂ- +!
—— =AMy 2 |2.68 d|

Les formules (2.68 a, b, ¢) forment le prédicteur ayant pour base un schéma de désin-
tégration, la formule (2.68 d) est un correcteur.
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Aprés élimination, le schéma a la forme :

uﬂ‘i‘l . un uﬂ‘l’l _|_, uﬁ (T uﬂ‘r‘l‘l — uﬂ

2
= — A 2 —2") (Al Ag + A]_ Aa _I" A2 Aa)

3 +1_
44 (g) A A, Asu 12.69|

c’est-a-dire que le schéma (2.68) est équivalent aux schémas (2.64) et (2.66).
Nous appellerons les schémas basés sur le procédé prédicteur-correcteur des schémas
de corrections d’approximation.

2% Quelques remarques a propos des schémas a pas fractionnaires

2351 Les schémas a pas fractionnaires peuvent s appliquer aux problémes
unidimensionnels

Examinons par exemple le schéma de V. K. Saouliev [27] localement implicite pour
le calcul de 1’équation unidimensionnelle de la chaleur.

3 __ " 1 ntl
U - i =-—Au+2
12.70|
+1 +
R EZIA;;“% A:agﬁl‘ﬁ—l
T 2 ’ o

qui utilise le schéma S. D. A. pour I'une des directions, x, par exemple. Montrons

. 1
que le schéma (2.70) est équivalent & un schéma a deux niveaux pour a = 3 (schéma

cEe Crank-Nicholson).
Ecrivant (2.70) sous la forme :

1 1
(E— g A) 2=y, Bu"T = (E + ;A) u"ta |2.71]
7t
et éliminant # %, on trouve .
(E—— : A) Wt = (E e A) U 12.72]
2 7
On en déduit :
n+l__ n n n+1
R ek “.__—+2“ (c.q.fd) |2.73]
T
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2.8.2 Recopions (2.70) avec des indices entiers

= A un 12.74 a|
T
n+l__ . n
= Aar 2.74 b|
T
Réunissant (2.74 a) et (2.74 b), on trouve
n+l__ ,n—1
. —2Awm 12.75]

T

Par son aspect extérieur, (2.75) rappelle le schéma de la croix, pourtant les formules
(2.74) montrent que (2.75) est un schéma non homogene et qu’on ne peut pas le
traiter comme le schéma homogeéne de la croix.

Pour obtenir un schéma homogeéne, il faut éliminer 4* entre (2.74 a) et (2.74 b) et de
fagon analogue & (2.73), on obtient :

= A @t + un1) 12.76]

T

Par conséquent, la méme formule (2.75) peut étre utilisée de plusieurs fagons suivant
la loi de définition de u”.

Indiquons encore un exemple analogue.

Le schéma A corrections stabilisatrices :

uﬁ+% . un 1 ]
—— = A, u"TE L Ay "

T

2.77
IM‘J’I+‘l _ Hﬂ+:,'
- Ag (un+1 cess uﬂ-)
T —d
peut étre, par addition de (2.77 a) et (2.77 b), mis sous la forme :

uﬂ+1 e un 1

- =Mo" + A 12.78|

Le schéma de désintégration :
g =
n+; 7
8 1
u u g Al uﬂ"‘é
T
12.79|
fn+1 ﬂ+%
U — U n+1
T
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b
LR T
IJ,J

o &4

-3

donne par addition de (2.79 a) et (2.79 b) également 1’équation (2.78) et pourtant les
schémas (2.77) et (2.79) sont différents et formellement 1’équation (2.78) a dans les

1
deux schémas un sens différent puisque la quantité u" "2 ne se définit pas de la méme
fagon.

1
L = L& B - . +_' -
Les schémas correspondants, issus de 1’élimination de «" " 2, sont différents.

Des schémas identiques en pas entiers peuvent donner des schémas diffé-
rents en pas fractionnaires
Par exemple, le schéma en pas entiers :
1 1 1 1
E—-tA) [E—zt A ur = |E+-1A) (E +27A) un [2.80]
2 ) 2 2.
peut &étre utilisé par les schémas suivants en pas fractionnaires :

SCHEMA S.D. A,

e (Alaﬂ‘*é + Aﬂuﬂ)
T 2
: - |12.81|
Hﬂ-l“l “ﬂ-i-:, 1 .1 .
= = n+5 +
. :i(Aw 2 4+ Ay u" )_

SCHEMA DE DESINTEGRATION

uﬂ-i—%_uﬂ 1 E ki
At (o esd
1 f=1—a |2.82]
un+1———yn+§ ( a4 ﬂ+)
. =M \lau  + Pu2
our l' .
ur o = —
P 2’

SCHEMA DE FACTORISATION APPROCHEE D'UN OPERATEUR

| il 1 1 n
(E—ETAI)H 2=ﬂ:(5+—2?A1) (E'i'iTAz)u

1 +1 P 243}
(E_E IAE) U =y 2

Par conséquent, les schémas (2.81), (2.82), (2.83) peuvent étre considérés comme I‘a_
réalisation du méme schéma (2.80). Les schémas (2.81), (2.82), (2.83), sans tenir
compte des conditions initiales, sont équivalents.
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2.8.4. La méthode de désintégration pondérée pour m > 3, & = =

2.9

Dans le cas d’une équation avec des coefficients variables, les schémas correspondants
avec des pas entiers ne coincident pas et les schémas (2.81), (2.82), (2.83) deviennent
non-équivalents. De plus, un méme schéma & pas fractionnaires peut avoir des réali-
sations différentes de conditions aux limites.

1
2

Cette méthode a une grande simplicité, conservant en méme temps les propriétés de
forte stabilité et de précision du second ordre.

Malgré cela, I'application du schéma prédicteur-correcteur (cf. 2.8) prend sa pleine
valeur dans le cas ou il faut intégrer I’équation de la chaleur dans un intervalle de
temps comprenant le régime asymptotique (¢ — c0),

Dans ce cas, les schémas prédicteurs-correcteurs, contrairement au schéma de désin-
tégration, permettent 1’agrandissement du pas parce qu’ils satisfont 2 la condition de
consistance totale (cf. ch. 4).

Conditions aux limites dans la méthode & pas fractionnaires
pour I’équation de la chaleur

Jusqu’a présent nous avons étudié le probléme de Cauchy dans la bande | x | < o,
0 < 7 < T, considérant que les données initiales se présentent sous la forme de séries
ou d’intégrales de Fourier. Pour cela, il n’y avait pas de points frontiéres du maillage,
et les équations aux différences étaient les mémes pour tous les points de maillage.
Dans la pratique il faut résoudre des problémes de Cauchy mixtes ol les équations
aux différences sont différentes sur la frontiére de ce qu’elles sont pour les points
intérieurs du domaine. Le résultat est que les points de la frontiére peuvent changer
’ordre de la consistance par rapport aux points intérieurs. Par conséquent, les condi-
tions aux limites se répercutent sur la précision du schéma.

La premiére analyse des conditions aux limites pour les schémas a pas fractionnaires
pour I’équation de la chaleur fut donnée dans I’article de E. G. Diakonov [22]2,

Suivant cet ouvrage, nous allons étudier pour les schémas de désintégration trois
réalisations des conditions aux limites.

, , ou Au Pu
Pour I’équation : e a® (m 4 “3;5"_) |2.84|
posons le probléme mixte de Cauchy :

H (xl, Koy 0) = Uy {x]_, .xg), (x]_, xg) eG ]

u (xy, Xgs t) = f (x5, Xos 1), (xy, xg) = I2'84 ﬂl

1. Malheureusement, I’ouvrage contenait une faute d’arithmétique, qui a amené I’auteur
a une fausse estimation de la méthode de désintégration. Malgré cela, 1a méthode de recherche
des conditions aux limites proposée par E. G. DIAKONOV est juste 4 sa base.
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:

le domaine cylindrique
= G X H, ou G est le carré
< X3, X3 < 1, p sa frontiére,
= [0, 0] (¢f. fig. 2.1).

-

&
&

Iy ©

= GURE 2.1. Domaine

cu probléme mixte de Cauchy. —2:-1-
Pour le probléme (2.84) nous allons utiliser le schéma de désintégration :

uﬂr+-12- .l 1 '

_— = AI (a uﬁ+2 + ﬂun) I285 a[

T
uﬂ+1 L uﬂ+% 1
= A, (a Wt 4B uﬁé) |2.85 b|
T

et le schéma de factorisation approchée d’un opérateur :

E—atAYE—atA)urt =€+ frA)E + frA)ur 286
dans sa réalisation suivante ! : Ui

1
E—atA)u""2 = (E +PTADE+ BT A) " 12.87 a|
1
(E—atA)ud ="t 2.87 b
Erudions pour le schéma (2.85) la réalisation suivante des conditions aux limites :
1=+1 1
u 2 (x]_: xz) = f l:xl:r Xo, (H -+ i) T] ? (xls xz) | y

(A)
un-}-l (xls xz) = f[xI'l x2& (H + l) T]'.l‘ (xls x2) = }’ J
Dans le cas (A), la récurrence ne s’effectue pas sur la frontiére car sur la frontiére u est

toujours égal aux conditions aux limites au moment correspondant. Par conséquent,
sur la frontiére les égalités (2.85) prennent la forme :

1
= A, (aum'? + B u") + F®,
1 12.88)|
Hﬂ+1 _uﬂ+§ P ﬂ+1
- =A3(au" + B u 2)-}-1‘”2",

1. Remarquons que les schémas (2.85), (2.86) et (2.87) sont équivalents pour les problémes
de Cauchy purement périodiques, mais ne sont pas équivalents pour le probléme aux limites
(2.84 a). Dans le cas des coefficients variables, le schéma (2.86) n’est pas en général
égquivalent & (2.85).
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ﬂ+§ __4m 1 7
ou FIIL:J:._T—{__AI (ﬂfﬂ+2 ‘l‘ﬁfn)s (X1 X9) € Yo Va
1 2.89]
ittt n+1 nts
.Fg = - _Az (af + ﬁf 2): (xls xﬂ) € 71 ?3
On peut alors écrire (2.85) sous la forme :
1
A" TE—B " =gp |2.90]|
1
Ayt — By "2 =g 12.90 b

ou
A_g*'—'—E—atAs, Bs=—E_._+ﬁTAs, S=1,2

g1 =0, &8 =0, (x,x)€CG—Y |2.91]
g =1F, gh=1F} (x,X)EY

Le schéma équivalent en pas entiers a la forme :
Ay A, untl — B, Byu™ = R*, R" =B,g1+ A1 8% 12.92]

Il est clair que R™ = O partout a I’intérieur de G, excepté sur les points du maillage
appari.n.nt a la courbe @ séparée de p par un seul intervalle (voir fig. 2.2), sur
laquelle

R™ = B, g? pour (x;, xp) € Wy U ®,; R™ = A, g} pour (X3, Xp) € @ U @, 12.93|
X2 A
Ya
| T
| |
— ey E R IS |1 1L TSR N S G S e e SO S —— Y | [ e ——
X2 = Nah JI i 41'
| |
| |
1
74 Imi G w3l Y3
| i
1 I
| 1
| :
Xz = hs ———1:—~-———————-———-9-2 ——————————————— o
i [
] - -
0 Xy =My Y2 ‘X1 = Nihy X4
FIGURE 2.2. Fronticre ¥ et ensemble w. (N, + 1Ay = 1, Ny + 1ihy = 1
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Des calculs simples nous donnent :

1-2
Rn:Bzgl:ﬁ}'.TzF;l, (xl,x2)EaJ2 UCO4
# 5 |2.94]
T
Rn:A1g3=_aﬁ?ng (xlsxz)ewl U g
Par conséquent, avec la loi de passage a la limite 5 = Ct,

h‘3

’erreur sur I’approximation des points de w est 0 (1), c’est-a-dire qu’elle est finie;
comme pour tous les autres points intérieurs a4 G elle est 0 (7), estimant ’erreur dans
L,, on a || u ||1, = 0(7¥%). Nous voyons qu’une grande erreur d’ approximation
est liée 4 la non-validation de I’équation (2.85) sur la frontiére.

La réalisation de (A) a été étudiée dans [22].

Etudions maintenant une autre réalisation des conditions aux limites dans le schéma
de désintégration :

1 o+l
pog (X1, X9) = f 2 (x1, X2),  (xg, X)) EY1 U Y3 (Ba)

1 1
Ay Hn+2 (x1, xp) — By u' (x5, X) = Ay “ﬂ+2 - B1fﬂ =0, (x,, xz) €Y UV (Bb)

n+1

' (1, xz) =f (x1, x9),  (Xp, X)) EYa U ¥4 (Bo)

1 1
Ay " (g, %) — By " T2 (xy, %) = Ap " T — By f"T2 =0, (xy, Xp) €1 U 3 (Bd) _

Dans le cas (B), au premier pas intermédiaire les conditions aux limites sont verifices
SUT ¥4, Ya; SUT Yy, V4 elles sont remplacées par la condition b); au deuxiéme pas inter-
médiaire au contraire, les conditions sont exactement remplies sur ¥y, ¥4; SUr Y1, Y3
elles sont remplacées par les conditions c). Le fait de satisfaire les conditions b) ¢t d)
indique que la récurrence s’effectue également sur la frontiére.

Avec un tel procédé, nous satisfaisons les conditions aux limites sur la frontiére

sur un seul pas fractionnaire, mais 1’équation (2.85) est vérifiée partout sur G, par
conséquent 1’élimination des pas fractionnaires conduit & un schéma en pas entiers
qui a la forme (2.86) dans tout G, c'est-a-dire que ’ordre d’approximation est

0(7) + 0(4%) pour a # i et 0 (72 + 0 (h®) pour o = 5"
Montrons que pour la récurrence le long de la frontiére nous faisons une erreur
sur les conditions initiales d’ordre O (¥). Montrons ceci, par exemple, pour ¥y, Vs

1
Au n®™e pas sur y,, 9, DOUS avVoNns u' = f"; " T2 se détermine par la condition (2.85 a),
qui peut s’écrire sous la forme :

1
A]. Hn+§ — Bl uﬂ = B'lfﬂ 12.95I

La relation de récurrence (2.95) se compléte par la condition aux limites :

1 1
W2 = "2 pourx; =0Oet 1 |2.96|
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Soustrayant a la relation (2.95) I'identité :

1 1
A f7TE = AT

1 1 1
5 n+s R .
et posant v'TE = "2 f"72 on trouve :

1 1 ;
A VT2 =B, " — A, 2 =F" 12.97|
avec les conditions aux limites :
n+1
P8 = 0pourx® = 0,% =1 |2.98|

1
De (2.97), on tire : "2 = A7l F"
Mais ||F?||=0(2), ||ATt]I<1,

1
5| = o) |2.99]

Par conséquent, au cours de la récurrence sur x,, nous effectuons une récurrence
sur ¥, U Y4 en nous éloignant des véritables conditions aux limites d’une quantité 0 (7)
et en conservant les véritables conditions aux limites sur y, U y3; au cours de la récur-
Tence sur x,, au contraire, s’effectue une récurrence sur y,; U ¥, en s’€loignant des
conditions aux limites d’une quantité 0 (7) et en conservant les conditions aux limites
sur Ys U Y-

Au total, on a la précision 0 (7) + 0 (4%).

Ftudions, enfin, un troisiéme procédé pour satisfaire les conditions aux limites
correspondant a la réalisation (2.87) du schéma (2.86).

par conséquent :

1 1
Pour la récurrence sur x, de «" "2 il est indispensable de connaitre &" "2 sur y, U .

1
Cette connaissance de "2 se détermine par la relation (2.87 b) qui, sur Y1 U VY3,
devient :

1
T =E—BT AT |2.100]

1
Le calcul s’effectue dans I’ordre suivant : de la relation (2.100) on tire u" 2 sur Y1 U Ya,
aprés quoi on résout 1’équation (2.88 a) par récurrence, obtenant de cette fagon

1
«" "2 dans G on résout par récurrence (2.88 b) posant sur (Y, U ¥y :
untl = fntl |2.101|

Par conséquent, partout dans G est vérifiée 1’équation (2.86) a pas entiers, alors que
sur y est vérifiée la relation :

ut = fn yntl =f‘n+1 (®)
|
Pour a = 5 le schéma (C) donne ’ordre d’approximation 0 (z%) + 0 (42%).

Comparons maintenant le calcul des frontiéres par les méthodes (A), (B), (C).
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La méthode (A) est explicitement non satisfaisante. La méthode (C) est supérieure
a la méthode (B) en précision mais la méthode (B) est plus générale.
En effet, examinons le domaine G limité par le contour quelconque (voir fig, 2.3).

VAI B

x¥

FIGURE 2. 3. Méthode (B} pour un domaine quelconque G.

Dans ce cas, la méthode (C) n’est pas applicable. La méthode (B) est applicable
en vertu de : pour la résolution de I’équation (3.85 a) on effectue la récurrence sur des
lignes horizontales du maillage avec des conditions aux limites sur les bouts des lignes
horizontales; pour la résolution de I’équation (3.85 b) on effectue la récurrence sur des
ignes verticales du maillage avec des conditions aux limites sur les bouts des lignes
verticales. De plus les bouts des lignes horizontales et verticales ne coincident pas
obligatoirement, c’est-a-dire que la fronti€ére ne contient pas obligatoirement que des
points du maillage (maillage non accordé).

Lz méthode (C) devient non-applicable méme dans le cas d’un domaine constitué
sar un nombre fini de rectangles. Par exemple pour le domaine représenté par la fig. 2.4,

1
pour les points d’angles A, B, C, D, E, F, la grandeur u" T2 ne peut étre définie, par
conséquent, la récurrence sur D, D est impossible. Dans ce cas, la méthode (C) se

1
realise de la fagon suivante. A I’aide des formules (2.100), on définit W2 sur AB, CD,
EF, (voir fig. 2.4. ci-apres).

Apres quoi, on effectue la récurrence sur x; sur toutes les lignes horizontales intérieures
&z maillage, exceptée la ligne DD, et dans tout le domaine G, excepté D;D, on définit

1
4" "2 Puis on effectue la récurrence sur x, dans DEF D, et &" 7 est défini partout dans
1
DEF D,, ¢n particulier au point D,. A I’aide de (2.100), on définit u“+2, au point D,
1
2 effectue la récurrence u" "% sur D,D, aprés quoi devient possible la définition de

i - ] L] £
4" "2 sur ABCD,, 2 I’aide de récurrence sur x,. Il est clair qu’avec ’'augmentation du
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X2 A

B e
o D E
hzi(;

' Da

|

!

| —_—
A Dz F X4

FIGURE 2.4. Réalisation de la méthode (C) dans le domaine G constitué par
des rectangles.

nombre des points d’angles 1’algorithme devient de plus en plus volumineux. La
méthode (B), elle, reste applicable.

N. N. Anoutchine a proposé dans une communication privée une méthode plus
générale d’étude des conditions aux limites pour les méthodes a pas fractionnaires
(méthode des fonctions inconnues?). Illustrons cette méthode en prenant comme
exemple les schémas de désintégration.

1
Désignons les valeurs de u" et «" "2 sur la frontiére p par p” et g Il est clair

que les quantités ", ™ ne coincident pas obligatoirement avec .f "2,
La relation (2.85) prend sur y la forme (2.88) o :

. o — i —
B =—"=8ylagh+ Py = _ gt —B)
1‘01‘5+1 ot {Pﬂi l '
B =————dlap*t + g = _ " — B §?)
L (x1, X9) EY1U V3
Le schéma équivalent en pas entiers a la forme :
A; Ay un* — B, B, u™ = R" |2.103|

1. Des résultats analogues ont été obtenus de facon indépendante par S. A. KRIAKVINE.
A propos des conditions aux limites, ¢f. également les travaux de A. A. SAMARSKY [63], [91].
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n — () partout dans G, excepté sur w, ou :

R™ = B, (A, " — By p7), (%1, Xp) € Wy U 0y
R" = A, (A, 1 — B, ¢"), (x4, xp) € 0y U g
Le probléme consiste a choisir les fonctions p®, @* de fagon 4 minimiser I’erreur R”,

|2.704]

1
Il a déja été montré que le choix trivial 'tpﬂ = f", (pﬂ = f'""""é conduit & la variante (A),
donnant une précision faible.
Pour que R” soit nul partout dans G, y compris , il est nécessaire et suffisant que :

Ay g —Byp" =0, (x, X) EyiUvs (@)
AE "Pnﬂ_ B2 fpﬂ = 0: (xl: 3‘52) = ‘}"2 U ?4 (b)

Si l'on pose : y® =fr, yrtl=/frtl (x,,x,) €y 12.106|

alors 1’équation (2.105) permet de définir @™.

Cependant, 1’équation (2.105 a) se trouve étre mal conditionnée et on ne peut pas la
résoudre par récurrence.

En conservant la supposition (2.106) choisissons ¢* de fagon a ce que R” = 0 (72).
Pour cela il suffit, par exemple, de poser :

12.105|

e =(E + kT AD Y™ (X1, X)) Ewy U Wy
" = (E + ky T Ap) 91, (g, X)) Eq U (1)3:| 12.107 |
Choisissons les constantes k;, k, pour que :
R = B, (A; ¢ — By p™) = 0(7%), (X1, Xp) Ewy U 0y
R® = A, (A, 9" — B, ¢®) = 0(7%), (x5, Xp) Ewy U wa] |2.108]
Pourky =1,k =—1,0na:
R=—2LTanm oo
. - 2,109
R? = — e 2 A2/t (x;, x,) € Wy U g

T
Avec la loi de passage a la limite Z% = const., E%
ment réguliére, nous obtenons la précision demandée. Remarquons, cependant, que
'z consistance (2.109) n’est pas absolue.
De plus, si f* est une fonction discontinue, I’ordre de consistance de (2.109) diminue.
Posons maintenant (méthode B) :
1 T
¢ =T (uX)EVLUYs
A" —B " =0, (x,x)EYU Y4 [2.110]

itl = A () ,x) € Yo U V4

— const. et une fonction f suffisam-

1
A2 wn+1 ——Blfﬂ+2 s 0, (xl, xz)e?’luya |21111

Comme dans le cas (2.105), on a R" = 0, mais contrairement au cas (2.105), de (2.110)
on tire p? 1 et non ¢,
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Les formules (2.110), (2.111) donnent I’ordre de consistance 0 (7) + 0 (%4?) indépen-
damment de la loi de passage a la limite et de la régularité de /7.

De facon analogue se déduisent d’autres schémas a pas fractionnaires.

On peut appliquer la méthode des fonctions inconnues dans le cas des frontiéres
curvilignes, dans le cas des frontiéres concaves, et dans le cas des équations & struc-
tures plus compliquées.

On peut donner a la méthode des fonctions inconnues une formulation plus générale.
 Etudions 4 titre d’exemple le schéma de désintégration. Posons :

un-r% . “+3 d ]
-—T——=A1(au 3+ﬁu)~|—q§‘
. 12.112]
uﬂ.+1 _un+§ . n+1
= =Ag(ﬂu + Bu 2)+q"2"

avec les fonctions inconnues pour le moment g, gs.

1
Eliminant «"*2 entre les €quations (2.112), on trouve :
E—atA)E—atA)urtt =(E + BT A)(E + frA)un + R |2.113]
R=7[E+f1A)qy + E—atl,) gl |2.114|

Exigeonsque : R =0, (x;,x)€G
ql - 09 (xls x2) = G
Montrons que les conditions (2.115) associées aux conditions aux limites déterminent

gy de facon unique.
Choisissons, pour la détermination, la réalisation (A). Alors, avec les formules (2.90 b):

|2.115]

1
=gt =A "2 —Bf" (X, %) EVU7a

@B =gh=Ay S — Byf", (x,x) €y U Vs
gy se détermine pour les points de G par les équations :
E+BTA) +EB—atA)gt =0 12.117|

qui sont résolubles par rapport 4 gy, en vertu de Dinversibilité de
Iopérateur A, =E—a7tA,.
Remarquons que, pour les points appartenant 4 w, U g, les équations (2.117) prennent
la forme :

Bt

h3
et, pour les autres points de G, la forme : (E— a7 A;) g2 = 0.
I1 est clair qu’une fagon analogue d’introduire des fonctions inconnues — seconds
membres ¢y, g, — peut étre appliquée & n’importe quel schéma a pas fractionnaires.
Etudions maintenant les conditions aux limites pour des frontiéres curvilignes.
Dans le cas du premier probléme aux limites (cf. chap. 2.1), la méthode (B) est appli-
cable également 4 une frontiére curviligne, Des difficultés beaucoup plus grandes

|2.116|

E1+E—atA)gd =0
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apparaissent au cours de la résolution du probléme de Cauchy avec des conditions
aux limites du second ordre. Alors a la place de (2.1 @) nous avons (¢f. fig. 2.3) :

du ou ou
5 = COS ¢ oy + sin ¢ — o, = f(xy, X, 1), (X1, %, 2)ET |2.118]

Indiquons un algorithme de résolution des conditions aux limites (2.84). Soit 4® une
solution aux différences du probléme de Cauchy pour 1’équation (2.84) avec les

conditions aux limites (2.118), définie dans le domaine G au moment ¢ = n 7. Déter-
minons #"*1, utilisant la détermination déja effectuée de u” (y). Pour cela il faut
appliquer le schéma de désintégration (2.85) avec les conditions aux limites :

1
T =u"TE |y =un(y) |12.119|
Aprés cela, utilisant (2.118), corrigeons les conditions aux limites de u®+1, Désignons
par w I’ensemble des points du maillage proches de y. Donnant dans w la signifi-
cation de #™*! déterminée par (2.85), résolvons sur y 1’équation (2.118). Ceci peut se
réaliser, par exemple, en abaissant des points de w la normale a y (¢f. fig. 2. 3) et utili-
sant la relation :

W) —umF (x,) = Al- 81 (x) |2.120|

ou f+1 (x,) est une approximation de f(x;, x,, ) de (2.118).

Apreés quoi, on résout de nouveau lI’équation (2.85) avec les conditions aux limites de
(2.119). Apres les itérations, on passe au pas suivant.

A propos de la résolution des problémes aux limites du second ordre dans le cas des
équations avec un vecteur-fonction inconnu, ¢f. ch. 5.
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Application de la methode

des pas fractionnaires
aux equations hyperboliques

3.1 Schémas trés simples pour les équations
dimensionnelles

hyperboliques uni-

Etudions les équations de 1’acoustique :

Dans (3.1.), u
v
a
-

ou ov

— e =
ot a@x Y
ov 3u_

ot ox

est la vitesse,

le volume spécifique,

la vitesse du son,

les coordonnées de Lagrange.

Ecrit avec les invariants de Riemann :

F=u—av

le systéme (3.1) prend la forme :

or or

a  Toax
os Os
ot Tox

S = U+ av,

3.1

13.2|

13.3]

Nous allons étudier les schémas de base suivants d’intégration de (3.1) ou, ce qui
revient au méme, de (3.3) :
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3.1.1 Schéma du calcul courant

Le schéma explicite de calcul courant a la forme :

A.,r+

&_1" . Aos AIS
5 —RE el
A1=T1_E,

A_]_ _— E—'T_l

|3.4]

ou les opérateurs de translation T,, T_; sont définis par la relation (1.13) et I’opé-

rateur T, de translation sur ¢ est défini de facon analogue :

Tof(x,t)=f(x,t +7); T_of(x,8) =f(x,t—7)
Passons a4 la notation indicée :
r}""l —rf » B 7

+1
gt — st Si+1— 5% _
; h

Avec les variables u et v, le schéma (3.4) a la forme :

A A +B, ah A AL T
= T Y
Ay A +A,  ahAA

o F] ir‘"

T 2h "=

Il est facile de déterminer 1’opérateur de passage du schéma (3.4) :

>

v

d

il —Cr», C=E— a_h'r A,

sn+H — D", D=E+¥A1

et, en uet v :
C—D ]

uﬁ‘l‘l 2 uﬂ_a 2 vﬂ»
pn+l _C_Dun+C+Dpn
2a 2 "

Le schéma implicite écrit avec des poids a4, ; a la forme :

A,
CS T ¥ B e (azTo+ﬁaE)]r—

A A
To(a1Tl+ﬁ1E)'—ﬂ—;'(azTo+ﬁsE)] s=0

b

ags = 0, IBg Oa,s‘{"ﬁs-—-l s=12

3.5
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Repassant 4 la notation indicée, nous avons :

retl—r? pRtl__pm Pl __padd 7
a i i i i—1
( 1 = + b1 = ) +a (az 7
n_ pn
+ B T hr'ﬁl) =)
st — 5341 spl—sp spil — st S|
a — ) — B
1 - + B v ) a (‘12 2
+ B, ——"—‘S?Hh__ S?) =0
L’opérateur de passage du schéma (3.10) a la forme :
rtl = Cpn,  gntl — Dy 13.12|
avec .
C =T By —\
= | —1+ﬁIE+G%TT a1T—1+ﬁ1E—ﬂﬁz'5T
AL\ -1 A [3.13]
D = (’~’11T1‘4‘|81]-:'4‘—"-'1‘312'~c _f;) (a1T1+ﬁ1E+aﬁ21: f)

Le passage aux variables # ¢ v donne de nouveau la forme (3.9) mais avec Cet D
tirés de (3.13).

Le schéma pondéré (3.10) nous donne les formules connues du calcul courant, entre
autres le schéma majorant explicite (¢, = @, = 0, §; = f8, = 1), le schéma majo-
rant implicite!) (a; = a3 =1, B; = f = 0), et le schéma du second ordre de

.. 1
précision (as = f; = 5" s=L12)

3.1.2 Schéma de la « croix »

unrtl__ ym G A vm yrtl__yn A ynH
— —a == —q, e 0 |3.14]
3.1.3 Schéma implicite pondéré
it U SRR
],n+11:_ o % Gt amE 4 ey 0 3.15]

1. Nous appelons « majorant » un schéma a coefficients positifs (¢f. [28]). Dans le cas des
coefficients constants, ces schémas satisfont la condition de I’extrémum et de stabilité¢ dans .
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3.2

1
2
Neumann); avec a; = fs = 0, ay = f;, = 1, (3.15) devient le schéma de la croix.
Nous prendrons les schémas (3.9), (3.14) et (3.15) comme base pour la construction
de schémas simples d’intégration des équations polydimensionnelles de I’acoustique
et de I’équation des ondes.

Avec os = fs == (s = 1,2), (3.15) est du second ordre de précision (schéma de

Schémas implicites homogénes pour les équations de type
hyperbolique

3.3

Pour les équations paraboliques ayant un domaine de dépendance infini, I’approxima-
tion implicite, comme I’a fait remarquer pour la premiére fois Laasonen [29], est
naturelle parce que dans ce cas le domaine de dépendance sera infini également pour
I’équation aux différences.

Contrairement aux paraboliques, les équations hyperboliques ont un domaine de
dépendance fini, aussi semblerait-il naturel de prendre une approximation explicite.
Cependant il n’en est pas ainsi.

Comme le montre le critére connu de Courant, les exigences de stabilité se déter-
minent par les dimensions des grandeurs en un point donné.

En méme temps, les exigences de précision se déterminent par les gradients. Dans
le cas d’un courant avec des petits gradients (flux d’une riviére, flux atmo-
sphérique, etc.), le pas 7, déterminé par les exigences de précision, est beaucoup plus
grand que le pas déterminé par les exigences de stabilité. D’ou la nécessité d’utiliser
des schémas implicites également pour les équations hyperboliques.

Le schéma implicite pour les équations de I’hydrodynamique, issu de la méthode
a calcul courant, fut proposé pour la premiére fois par L. D. Landau, N. N. Meiman
et I. M. Khalatnikoff (cf. [30]). Les premiéres bases théoriques des schémas implicites
pour les équations des ondes a coefficients variables furent données par O. A. Lady-
jenskaia [31]. Les schémas implicites pour les équations de 1’hydrodynamique ont
obtenu aujourd’hui une grande expansion (cf. [32-35]).

Schémas implicites pour les équations polydimensionnelles
hyperboliques

La méthode de désintégration pour les systémes hyperboliques polydimension-
nels fut proposée pour la premiére fois dans I’article de A.A. Bagrinosvky
et S. K. Godounov [36]. Les auteurs de cet article étudient seulement 1’approxi-
mation explicite pour laquelle le schéma de désintégration n’offre pas beaucoup
d’avantages sur les schémas explicites habituels.
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L’ouvrage [37] d’Anoutchine et de l’auteur propose un schéma implicite de

désintégration pour les systémes hyperboliques polydimensionnels.

I’équation de 1’acoustique bidimensionnelle :
ouy a2 o
ot 0x,;
Oty 5 OV
—— — a RN
3! axg

o (o O
dt 5*.1:1 3x2 B )

=0

=)

Af

= d
Ecrivons (3.16) sous forme matricielle : a—{ =

avec f={ uy, ug v}
et
0 0 a°D,
A= 0 o &D| D
D, D, O

_9
" Oxy

Examinons

13.16]|

13.17|

13.18|

Construisons un schéma de désintégration basé sur le schéma implicite a une dimen-
sion (3.15). Au premier pas fractionnaire, abaissant les gradients dans la direction x,,

nous obtenons le schéma :

nty g
R —ut A ]
LS n+g

.._;,H.J_u____.az_l(ap 2+ﬁvﬂ)=0

T hy

1
uﬂ+§ “_HE
2 30

T
b
viiz—yn A ( - )
AN A, . . 2 n|l —Q

= % au "2 + put |

|3.19|

Au second pas fractionnaire, abaissant les gradients dans la direction x;, nous obte-

nons le schéma :

1 i
e
=0
T
1
n+5
v =
2 2 _ __ g2 _h? (aynﬂ 4+ ﬁv"‘ 2) = 0
T 2
1
ntg
vﬂ+1—" v 2 A ﬂ+-'1'
T _';‘;E izt + fu, F) =0
2

13.20]
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Pour simplifier, nous poserons @, = Oy = @, B =fBsy=P.

Il est clair que le schéma de désintégration (3.19), (3.20) est absolument stable pour
@ = 1/2. Nous allons montrer que ce schéma est consistant au systéme (3.16) ou,
ce qui revient au méme, a ’équation suivante équivalente au systéme (3.16) :

d [3f cf P\ _
o [Er_ﬂ & (Bxl T 3x2)] =0 A2l

que vérifie chacune des quantités u,, uy, v

Nous allons montrer la consistance a 1’aide de 1a méthode d’élimination. Eliminant

1 1
entre (3.19) et (3.20) les grandeurs u“+2, u:+2, nous obtenons quatre équations opé-

1

N .
rationnelles avec les quatre inconnues u7, uj, v® v 2 que l'on peut écrire sous
forme matricielle :

To —_— E 2&_1 9 ﬁ—l .ﬂ
7 0 —'ﬁa h_l —Qaa hl u1
—%!(aT.,JrﬁE) 0 -—%_E _155 u
1
0= : |3.22]
To<E A A_
0 01: —*aﬂa‘—h:sTo —ﬁaa—h;'g yn
i 2 - 2
0 i (aT, + BE) TT.J 1’_E v
1
Eliminant v" "2 entre les équations (3.22), on obtient le systéme : )
_.To i E 2 AI &_1 1 n 5 A n — n
— — ata = (aTo+ﬁE) ut—a Tlv 0
T,—E A A
2 + Bra® 2 2 aT, ﬁE) utt — a® 7;;% Tov® =0 13.23]
r, — A
T Evﬂ—-—l(aTn+ﬁE)u*;—-—=(aT.,+3E)ug=o |
T hy hy =
que 1’on peut écrire aussi sous forme matricielle :
To—Em_gm (a2 ) 13.24]
avec
A A A
2 1 . | 0 2 1-
ara 2 (aTn + BE) a T
A, A_ A_ '
B= 0 — Bra® 2&% 2(aTy+ BE) ,I%T:Tu |3.25]
A A
f (aT, + BE) —2(aT, + BE) 0
1 hy
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On voit facilement que le schéma (3.24) est consistant a (3.17). On peut démontrer
la consistance de plusieurs maniéres différentes. Egalant 3 0 le déterminant du

systéme opérationnel (3.22), nous obtenons une équation opérationnelle du troisiéme
1
ordre pour n’importe laquelle des grandeurs S* = uf, uj, vh, TR

() e e () s

+ a*1 (0*Ty— f*E) (aT, + E)? A‘h‘?“ A’h’g‘“] =0 |3-26 |
Le schéma (3.26) est consistant a 1’équation :

& w? (ji’; 2: ) .y 13.27]
ou L est un certain opérateur, c’est-a-dire que (3.26) est consistant a 1’équation :
Prenons a = f§ = %

Alors (3.26) devient :
(TofE)[(T“:E)z—-‘-‘f(T +E)=Ak’? (’ro+E)2ﬁ$ =
“4’2 T¢ (To +EF Ay h‘%“ ; A’h‘{:—*] fr=0 |3.29]
1 2

Aprés simplification par (T, — E), nous obtenons 1’équation du second ordre :

e i ' Ay N e e &
7 he h 4
A A A
— E S ;;‘:; 2 (2 4 o) 13.30]
172

qui a la précision 0 (72 + A2),

Montrons que le schéma (3.30) se réalise a I’aide de récurrences tridiagonales simples.
Choisissant pour f” la grandeur v* (volume spécifique), des deux premiéres équations
de (3.22) on tire aprés élimination de u}

3 1
vﬂ+§_vﬁ+1_ ﬁ+§ + vﬁ
72 }
=a2 Alk% [ ' ﬂ+2 +aﬁ n+1 aﬁvn+§ + ﬁﬂvﬂ] |3.3II
1

69



3.4

Des deux derniéres équations de (3.22) nous avons, aprés élimination de uf :

3 1
n+2 n-t+z n+1l n+;
A i e i A

T2

A, A 3 5
= d° D [ + a2 4 apt 4 g 73] )

» les équations (3.31), (3.32) réalisent I’équation (3.31).

B =

Pour a =g =

Schéma de désintégration a calcul courant

Appliquons au systéme (3.16) a chaque pas fractionnaire le schéma a calcul courant
(3.9), (3.13); nous obtenons :

fn-!-?‘ o f-n.
Ve 13.33]
fm+1:: 3 n+§
avec :
C, +D, C,—D,
3 0 —a 3
0y = 0 E 0
G —D, 0 G+ D
2a 2
E 0 0
0 G + D, _g&—Ds
Oy = 2 2 |13.34|
0 _G—D, G + Dy
2a 2

Les opérateurs C;, D;, d’aprés (3.13), s’expriment sous la forme :

A _
Cs= [%T-s + B E + agat—— [31T_a+ﬁ15—ﬁgaté‘f]

s hs

s=12 | 3.35]
s As—_l As
Ds = a1T3+f31E-~a2m:E a1Ts+ﬁlE+ﬁ2arE
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Donc ’opérateur de passage o du schéma a pas entiers :

il =qgfn 13.36]
s’exprime par le produit de matrices o, 0y :
C +D; 0 e C,—D
2 2
_ C—D;, G—D C; + D, 2 Ca—Dp G + Dy
0 = 0,0; = > 5 5 —a 5 > 13.37|
_ (G +Dy(CG,—Dy)  G—Dy C+D, C +D
4 a 2a 2 2
Montrons que la matrice :
C, + Dy
2 1 __E o
2 0 —a S
2%
C
Co+D
0—E || (C;—Dy(C;—Dy) Nl © (Ca— D (C, +Dy)
= T —a 13.38|
T 47 47
T
C,+Dy)(C,+D
_(C2 + Dz) (Cl——*DI) B C2 . I)2 ( 2 2)4( 1 1)_E
4 at 2at
T
approche la matrice A de (3.18).
Il est facile de montrer que :
C; + Dy
Ci + Dy 5 Cy—; Aq
~ F; ~ 0 o T e K
2 . T 2at hi 3.39]
c—E i
Dou : ~ A, cq.fd.

Comme chacun des schémas a pas courants est stable, on a :
o ||<1, [log]l <1 |3.40]
Par conséquent, on a || o || <1 |3.41|

Par conséquent, le schéma de désintégration 4 pas courants converge vers le
systéme (3.18).
Faisons quelques remarques :

a) Bien que les schémas homogeénes & calcul courant puissent avoir un second ordre
1 e g
d’approximation (pour a=pf= 5) , le schéma de désintégration a pas entiers

n’est pas symétrique et pour cela non suffisamment précis.
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Pour augmenter la précision, il faut symétriser le schéma (3.36).

o + o* 0,0, + 040,
Pour cela, posons? : Z 5 &= ok - X s 13.42]
C+Dy  (G—D)(G—D) _ _(G—D)(C+Dy
2 4 4
C,+D C,—D
o* = 0,05 = 0 = 1 73 —f e 8 |3'431
2 2
__Cl—Dl _(C1+D1)(C2_Da) (C, + Dy (C; + Dy)
| 2a 4a 4
Alors ’opérateur de passage X a la forme symétrique :
C,+ D, (C,—D)(C,—D,) - C,—D,) (C,+ D, + 2E)
2 4x2 4 %2
(C,—D,)(C,—D,) C,+D (C,—D,)(C,+ D, + 2E)
2 4!x2! 1 tz 2 —a 24)(2 1 |3.44'|
|G+ Dy+2E G—D;, G+ D, +2E C—D, (G, + D)) (G, + D)(C + DY(C, + Dy)
2 4a 2 4a 4 x 2

b) Dans la multiplication des opérateurs matriciels, il convient de faire le produit
de leurs éléments (ce sont des opérateurs) en tenant compte de leur possible non-
commutativite.

3.5 Méthode de factorisation approchée pour I’équation des
ondes

Au cours des paragraphes précédents, nous avons étudié les schémas 2 pas fraction-
naires pour l’équation de I’acoustique (3.16).

Nous avons remarqué que les grandeurs u,, uy, v vérifient I’équation (3.21). La
grandeur v vérifie I’équation des ondes :

v g (Pv O
— —a* |=— + =—] =0
or? dxt = oxd

Par conséquent le schéma & quatre niveaux d’intégration de (3.26) que nous avons
indiqué ou alors le schéma équivalent en pas fractionnaires (3.31, 3.32) peuvent étre
simplifiés en application a v. E. G. Diakonov a proposé un schéma d’intégra-
tion de (3.45) a trois niveaux, basé sur la méthode de factorisation approchée d’un
opérateur.

|3.45)

1. Cette proposition appartient a S. K. Gopounov, A. V. ZABRODINE [38]. Un autre procédé
de symétrisation a été proposé par A. A. SAMARSKY [94].
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3.6

Soit :

pntl __ 2 yn pn—1 phtl + pn—1 .
7° - 2
Ko |3.46|
A=A+ A, As=a? ‘hg"ﬂ s=1.2
8 -
un schéma homogéne de second ordre de précision consistant a (3.45).
Ecrivons (3.46) sous la forme : |
1 yntl 4 yn—1
— 1A e
(E 5 T ) ( 5 ) v |3.47|
Factorisons de maniére approchée I’opérateur du premier membre de (3.47) :
1 1 1
S R (.S e Sl
E 21: A (E 57 AI) (E‘. 57 Aﬁ) |3.48|
Remplacons dans (3.47) :
1 1 yntl | yn-l
(E—irzAl) (E——ETEAQ) ( : ) - 13.49|
Le schéma (3.49) est réalisé par les deux récurrences :
1 -
(E— % 72 AI) p"rE = yn
|3.50|

2

On voit facilement que le schéma (3.49) est stable et du second ordre de précision.
Des schémas de désintégration pour 1’équation des oscillations furent construits
par A. N. Konovalov [40] et A. A. Samarsky [41].

+1 n—1 1
(E—%ﬁl\g) i . v" T2

Méthode de désintégration et schémas majorants

Dans les schémas homogénes a calcul courant des systémes hyperboliques basés sur
I’approximation majorante des équations aux invariants, on est conduit a des schémas
A coefficients positifs (schémas majorants). Friedrichs [42] a introduit 1a notion de
schéma positif (schéma avec des matrices positives). Le schéma :

un+1('xh '*':xm) = Ecal_“nmuﬂ (xl + alhls « - Xm + ﬂmhm)

=2C, .. .0 To... T um(x;...%m) 13.51|

G =—qt .. T Gi; i=1,...,m

est dit positif si toutes les matrices C, o, sont positives 2,

1. Une matrice carrée symétrique est dite positive si toutes ses valeurs propres sont positives.
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En application aux systémes hyperboliques polydimensionnels, la méthode de désin-
tégration permet d’obtenir des approximations majorantes.

T
du ou

i e e Bu =0 3.52

Soit 7 4 E A, o, + Bu 13.52]

a=]1

un systéme hyperbolique linéaire et symétrique d’aprés Friedrichs. Ici # = {8 up}
est un vecteur-fonction, A, et B des matrices symétriques p x p.

L’ouvrage de I'auteur [28] indique la possibilité de construction de schémas
majorants par les méthodes de désintégration.

Suivant ’ouvrage de N. N. Anoutchine [43] montrons qu’il est possible de construire
des approximations majorantes de type (3.51) pour 1’équation (3.52).
Si les A, sont des matrices positives, alors, appliquant 1’approximation :

m
n+1 — yn -
u (JC)-'r u™ (x) 1 E A, E hT-d u™ (x) + Bum (x) =0 |3.53|
ae==1 b

nous arrivons au schéma :

uhtl(x) = Cyu® (x) + E SR u"'.(x) |13.54|

a=1

ou

m
C, =Cn,...,0=E-'—Z-T-Aa—TB
hﬂ
a=1
T

C—1=C—1sm---sn=—A1

h
: 13.55]
¥
Ce=Cop_trvpp--:5p= k_9A2
T
C_m _'Cl]s s 0y =1 — E;Am

T " ucia . 3 .
Pour un p suffisamment petit, C, sera positive et les C__ sont identiquement posi-

tives.

Si A, est une matrice négative, alors dans le schéma (3.53) il faut remplacer E—T_,
par T, —E.

En définitive nous obtenons le schéma

ut(x) = Cyum (x) + E Co T, u® (x) 3.56 |

a=1
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dans lequel :

o =
T
a=1 N
T
C=Chp-o=—7 M
1
%
C=Cono: - ro=—7 A
2
T
Cm=Cn,..-,0,1:_;1;Am

— les C, sont identiquement positives;

i T .
— C, est positive pour un P suffisamment petit.

Si les A, sont des matrices & signe variable, on peut poser :

1 2
A, = A, + A, 13.57|

1 2
ol1 la matrice A, est non négative et la matrice A, est non positive. Alors le schéma :

m

n+1 —un 1 E—-T ¢ T,—E
— “’”*Z [Ah‘—;r;amu Y ]uﬂ(x)+3u”(x):0 3.58]

a
a=1]

se raméne a la forme :

urtl(x) = Cyu® (x) + % C_,T_,um(x)+ E C, T, u™ (x) 13.59|

a==]1 a=1
avec .
m ; n ]
T T 2
(¥'==E*—-:§z ;;f\u'+ :EE E;}ka-—-TB
a=1 a=1
1
c.="A, |13.60
hy
A a=1,...,m
T
C,=— A, |
. hy i
T

Les matrices C_, et C, sont toujours positives; la matrice Cy est positive pour un i

" suffisamment petit.
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La méthode de désintégration permet de construire des schémas positifs facilement
réalisables. Examinons le schéma majorant explicite de désintégration :

4 n+% & _
- E—T 2 T,—E B §—1
H m 1/ +|:A3-—~—_Ig+Ags +_]un+m=0’
T hg hs m
s=1 ..., m |13.61|
Le schéma (3.61) peut se mettre sous la forme :
o +=
u"tm = Cou" " m 13.62
avec
C =Tt T o C.T, 13.63|
T 1 T 2
C_EEEAS)C8=—EAS!G,S=1, , M
T 1 T 2 7B

& 8

» y S T
Les opérateurs C_,, C, sont toujours positifs, I’opérateur C,, est positif pour un 7

suffisamment petit. Par conséquent, le schéma (3.64) :

uﬂ'+1 — CmCm_l _— Cl Hp I3.64|
est positif,
Les schémas majorants jouent un rdle spécial dans les méthodes aux différences.

REGLE

Jouissant d’une faible précision, ils sont en méme temps stables de facon maximale,
ils garantissent souvent la stabilité dans I’espace C et sont simples a réaliser.
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4. Application de la meéthode
a pas fractionnaires

aux problemes aux limites

des equations

de Laplace et de Poisson

4.1 Lien entre les problémes stationnaires et d’évolution

Examinons dans le domaine rectangulaire G le probléme de Dirichlet :

2u Pu

ou . o 4.1
{ 72 = a1

u (X1, X3) = f(x3, X5) pour (x,, x3) €y 14.2]

ol y est la frontitre de G, G ={0< x;<II, i =1,2}
Parallélement au probléme (4.1), examinons le probléme d’évolution :

ou P2u  Pu

el [ 4.3
{ax 4 (33:% * axg) .9

u (x]_!' x21 0) N u{l (xls IB) I44|

avec les mémes conditions aux limites stationnaires (4.2).

Appelons u (x;, x;) la solution du probléme (4.1), (4.2) et u(xy, x5, ¢) la solution
du probléeme (4.3), (4.4), (4.2).
Leur différence :

v (xy, Xo, 1) = u (X1, Xo, ) — u (X1, Xg) 4.5 |
vérifie 1’équation (4.3) avec les conditions initiales :
v (X1, Xg, 0) = v (X1, Xp) = Uy (X1, X3) — 1 (X9, X3) 14.6]
et des conditions aux limites nullés :

v (X1, Xg, £) = 0 sur y 4.7|
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v (x4, X5, 1) se présente sous la forme :

o0 =] |
v (xl, Xo, t) = E z Akl]:s (t) sin kl.xl * sin kz.'rz =4.81
ky=1 ky=1
o Axx (1) = agx, exp [—a*(ky + k3) 1] 4.9|

sont les coefficients de Fourier de la fonction v (xy, x,, ), ak k, les coefficients de

Fourier de la fonction vy (xy, x5).
On peut écrire les formules (4.8), (4.9) sous la forme :

v (X1, Xg, 1) = S (1) v (x4, X5, 0) 4.10|
L’opérateur S (¢) dans 1’espace L,(G) a la norme :
[|S () || =exp (— 2 a%) 4.11|
L’opérateur de passage S (7) a la norme :
[| S (7) || = exp (— 2 a®7) 4.12|
Donc : }_1}12 [|S@ ||=0 4.13|
Ce qui entraine que :
lim || v(xy, x5 2) || = lim || & (xy, X, £) — 0 (x5, x5) || = 0 |4.14|
t—>c0 t—c0

c’est-a-dire que la solution du probléme d’évolution converge vers la solution
stationnaire avec les mémes conditions aux limites, indépendamment du choix des
conditions initiales.
Il est clair qu’il existe un ensemble d’équations d’évolution dont les solutions
convergent vers la solution du probléme stationnaire. A la place de 1’équation 4.3)
nous pouvons, par exemple, étudier 1’équation :

ou Pu < (321; azu)

=a

at = mt o

. 4.15
ox§ = Ox2 )

Les équations d’évolution acquiérent le caractére d’équations a oscillations
amorties. On peut montrer que, dans le cas de (4.15) avec des données initiales quel-

conques u (x,, x,, 0), 5? (%3, X5, 0), la solution de (4.15) converge vers u (x; x5).

Dans les exemples étudiés ci-dessus, les équations d’évolution (4.3) et (4.15
ont décrit exactement un processus physique : diffusion de la chaleur, propagation
des oscillations amorties. Seulement, dans certains cas, les équations d’évolution
correspondantes peuvent n’avoir qu’un sens formel, garantissant les conditions
mathématiques d’amortissement (4.13) mais ne décrivant aucun processus physique.
Ceci est vrai par exemple pour 1’équation de 1’équilibre élastique :

o4 0%u *u

u
Aauhﬂ_i-zé‘xfaxg-lp&xg_

0 [4.16 |

78



4.2

L’équation d’évolution :
3u+ 32u+a2 34u+2 u +34u _0
ot ot? ox} Ox2 ox2  oxi|
a un operateur S (t) satisfaisant les conditions d’amortissement (4.13) et pourtant

il est difficile de trouver un modéle physique décrit par 1’équation (4.17). Ceci ne nous
empéchera pas de construire des schémas itératifs utilisant 1’équation (4.17).

14.17]

Schémas d’intégration des problémes d’évolution et schémas
itératifs

La correspondance que nous venons de démontrer entre les équations stationnaires
et d’évolution induit de fagon totale la méme correspondance entre les schémas
aux différences. Considérons & titre d’exemple le schéma aux différences a deux
niveaux pour l’équation (4.3.) :
untl__ gm
o Q, umtt 4 Qg ut, Ty = a® (tpp1— In) |4.18|
n
ou £, (), sont certains opérateurs aux différences spatiaux dépendant de 7,, i, Ao,
Soit #”® la solution de (4.18) satisfaisant une certaine condition initiale :

u® = u (0) |4.19|
e: des conditions aux limites stationnaires :
u = f, (xp, x)E€y [4.20|

01t w la solution du probléme aux différences aux limites :
Aw =0,(x, ) €G; w = f, (x;, X5) € y;

A A_ 4.21

A=A+ Ay A= 2t

t .l' = 1,2
h§
o< f est la fonction de (4.20).
Lz différence v? = u™ — w satisfait 1’équation :

——— = 4+ Qv+ (Q, + Qo — A w

Tn

Rappelons que £, et (), dépendent de ,, /4y, h, alors que A, A,, A, dépendent de /,
£7 A, seulement,
[zroduisons les quantités :

Ry = + 5 —A)p_ywet R=max || R, | |4.22]

oz le max de || Ry || est pris sur tous les 75, bornés par un certain Tmax.
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En vertu de la relation (1.24) nous avons :

]
Vﬂ — Cﬂuﬂ 1’0 + T Z Cﬂ.,ﬂ ru 14'231

a=]

avec Coa =G,

C,i...Corpp Co=E—7, QW E+ 7, } 24

fu = Tﬂ'.—]_(E’ — T"G—]. Ql)_l Rl‘.!

Sile schéma, avec la loi de passage a la limite donnée, est fortement stable (¢f. ch. 1.2),
c’est-a-dire si : .
I Ca || < 1—kTn |4.25]

ot la constante k n- dépend pas de 7, alors on a l’estimation suivante :

17 1 < (1 — kTmin)® || % || + Tmax R 2 (1 — kTmun)*®
a=1

R Tmax

= (1 — kTmin)" e
(1 — ktma)® || %o || + F 3o

11— —ktm)*]  |4.26]
ol Tmax €t Tmin sont les bornes de 7, :

Tmin < Tn < Tmax
Pour Tmin €t Tmax fixés et n — <O, on a !

b, Tl [] — 5 20
n— 00 k Tmin

14.27]

Comme pour le schéma on a la relation d’approximation Q, +Q, ~ A, on a pour
Tmax —> 0, h (Tmax) = 0, R— 0, et & partir de 4.27) :

. < n— 00 Tmax
lim || v || = O si pour } on a =0(1)
p— Tmax —> 0 Tmin
-rmax—i-l)

Par conséquent, avec les conditions d’approximation Q, + Q,~ A et la forte stabilité
du schéma (4.18), la solution u® du probléme (4.3) converge vers la solution w du

Tmax

probléme (4.21) si #— 00, Tmax —> 0, A (Tmax) =0, = 0(1) et u, arbitraire.

min
On en déduit que n’importe quel schéma (4.18) fortement stable intégrant I’équation
(4.3) peut &tre considéré comme étant en méme temps un schéma itératif de résolution
du probléme aux limites (4.21). Dans ce cas, le pas d’intégration 7» peut étre consi-
déré comme un paramétre itératif ou paramétre de relaxation.
11 a déja été montré que la convergence u™ — w nécessite, pour parler de fagon imageée,
la pulvérisation de T et h.
Si I’on exige des conditions d’approximation plus forte :

Q, +Q—A)w—>0 14.28|

avec T — 0, h fixé, alors la convergence u™ — w peut avoir lieu pour un h fixé mais,
de fagcon générale, pour un 7 trés petit.

80



Avec des conditions d’approximation encore plus fortes, la convergence u® — w
a lieu pour T et & quelconques.
Supposons que quel que soit 7 on ait 1’égalité :

Ql + Qz — A |4.29|

Nous appellerons la condition (4.29) condition de consistance totale.
Si la condition de consistance totale (4.29) est remplie, la convergence u® — w
a lieu si et seulement si :

| Cn,0 || —0 14.30]

La condition (4.30) est la condition de stabilité asymptotique qui, on le sait, découle
de la stabilité forte (¢f. ch. 1.3).

On peut donner & la condition (4.29) de consistance totale une forme plus générale.
Etudions le schéma itératif & deux échelons suivants :

uﬂ-‘i“l el uﬂ'
B (—-*-"T——) = Au“ I‘F.jjl

ou B est un certain opérateur linéaire. La forme (4.31) est la forme canonique des
schémas itératifs & deux échelons; on I’appelle algorithme universel (cf. [87]).
Soit w une solution du probléme stationnaire (4.21). Alors v® = w — y® satis-

fait (4.31) :
+1___vn

L’opérateur de passage C pour le schéma (4.31) a la forme :
C=E+7BlA 14.32|

Si I'opérateur C de (4.32) satisfait la condition de forte stabilité, alors, comme précé-
demment, nous aurons la convergence v* — 0, u* — w pour 7 et 4 quelconques appar-
tenant au domaine de forte stabilité. Par conséquent, nous pouvons considérer la
possibilité de mettre un schéma itératif sous la forme (4.31) comme une condition
de consistance totale,

Dans le cas ou I'opérateur B est un polyndme par rapport 4 T et & un ensemble de
certains opérateurs finis spatiaux, de (4.31) on arrive facilement 4 1’équation (4.18)
avec la condition de consistance totale (4.29).

Dans le cas d’une structure plus complexe de B, un tel passage est impossible. Dans
la suite nous considérerons la possibilité de mettre un schéma sous la forme (4.31)
comme une définition de la consistance totale.

Pour les schémas & deux échelons ne remplissant pas la condition de consistance
totale, on a la forme plus générale :

n+l___ ,n
B (“—-{—") = Qun 14.33]

ou Q approche 'opérateur A pour une quelconque loi de passage a la limite 7 — 0,
h— 0.
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4.3

Déterminons la vitesse de convergence d’un schéma itératif a consistance totale et
forte stabilité avec les paramétres fixés 7, hy, hs.

Fixant h, et hy, choisissons T de maniére optimale, c’est-a-dire de maniére a ce que
la norme de ’opérateur de passage C soit minimale.

Soit : min || C (7, hy, by) || = 1 — & (hy, hy) 4.34]

On peut donner une estimation asymptotique de la vitesse de convergence, en consi-
dérant A, et h, comme des infiniment petits et en développant & (/,, 4,) en série par
rapport a h, et h,.
Posons pour simplifier # = h; = h, et supposons que I’on ait 1’estimation asympto-
tique suivante :
min ||C(z, b, b)) || =1—RA®, R>0, a >0 |4.35|
T

: : e :
I1 est facile de voir que pour que la norme de I’écart v* diminue de g = z il faut

m itérations avec :

|Loge| Logg 1
i~ ~ Na, N e .
m R R p ]4 36|

Il est particuliérement aisé de déterminer la stabilité et la vitesse de convergence des
schémas a consistance totale dans le cas o ’opérateur C a pour fonctions propres
les fonctions (harmoniques) sin kyx; X sin kyX,. Dans ce cas, on a :
ErhNg —
V= 2 a® (T, =y, hy, ky, ko) sin kyxy X sin kpx,
Ry, =1
a® = o (Iﬂs 'hls ]iﬂa klt kﬂ) An_1 = 0n 9
n |4.37|
Qn = H o (Ti: klr hﬂ! kls kz)
i=1
H Ca H = max I 0 (Tn, Iy, hy, ky, k) l

1 —

ou Cy est 'opérateur de passage de la (n — 1)*™® 3 la #'*™€ jtération. Par conséquent
la norme de I'opérateur du schéma itératif est définie comme étant le maximum du
module du coefficient ¢ de croissance des harmoniques sin kyx; X sin kyx,.

Pour les opérateurs dont les fonctions propres ne sont pas harmoniques, 1’analyse
harmonique de la stabilité n’a -qu’un caractére suggestif.

Schémas itératifs pour les équations de Laplace a deux dimen-
sions

Donnons une analyse comparée des schémas pour les équations de Laplace.
Introduisons une série de notations :

(D g =0 (Ts hl: hﬂ’ kl) kz)

g est le coefficient de croissance des harmoniques sin k;x; X sin k,x, aprés une
itération de pas 7.
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@ 00 = || C (7, Iy, by) || = max |o]

s
tae |

=min || C(z, I, A = min
01 T || C(z, hy, hy) || in Qo 14.38]
i)
Qﬂ == H Q (Tia 'kl.) kﬂ‘.l kl: kﬂ)

L i=1 .
00> 01» On sont les coefficients de croissance des harmoniques sin kyx; X sin kgx,
aprés les itérations faites avec les pas 7y, Ty, - . -» Tae

4a’t Gin? kihi a*t 12
a; = N ——s rg=—5s i =1,
; he T n’

® m est le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une précision donnée
eki=1,..,Ny; Vi+Dhy=m; i=12
Dans la suite, nous ferons toujours des estimations asymptotiques, par conséquent
on posera :

h; - . hy h3

Sm'im ‘2‘? COS—Z—ZI-——%—

De plus on posera, pour simplifier : h = b, = hy, a* = 1.

4.3.1 Schéma explicite

n+l ___ pn AA
u_____.u_ — Auﬂ, A = Al - A23 Ai — i = = |4.39|
T I
o = 1—(a, + ay)
W )
go=male——21’, i—Sr(l—E) } |4.40|
. 1
La consistance totale a toujours lieu, la stabilité forte a lieu pour r < oy
1
On en déduit : 0, =1— 5 W2 [4.41]
m= 2 |Logée | N? 4.42|
4.3.2 Schéma de relaxation le long d’une ligne
n+l___ yn
i A WY EW W |4.43|
T
Le schéma (4.43) satisfait la condition de consistance totale :
1 —
0 = |4.44|

=l+a1

B

D’ou la forte stabilité du schéma (4.43) pour r <
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1—7 1—4r+=
== ’ 4.45
Qo male+T ' 1 +7 } | e
m= |Loge | N? |4.47|

Par conséquent le schéma (4.43) converge deux fois plus vite que le schéma explicite.
Le schéma suivant est tout a fait analogue :
ynH__

= =A1un+A2un+1

4.3.3 Schéma de relaxation supérieure 1

: uﬂ'i‘l_uﬂa
(B — ar) ——— = Aun 14.48|
T ,+T_ ,—4E
Ql= 3 hzz ’ A=AI +Aﬂ

Le schéma de relaxation supérieure vérifie la condition de consistance totale.

kih k
1+2ar+ CQa—4)r (sinﬂ—;— + sin® —;f) + ar (sin kyh + sin kyh) §

1+2ar+2ar (sinz %—k + sin® E;—h) + ar (sin kyh + sin koh) i

Avec la condition a > 1 le schéma (4.48) est fortement stable.
L’expression de p est complexe parce que les fonctions sin k,x;, sin k,x, ne sont pas

des fonctions propres de 1’opérateur £, et 1’analyse harmonique de la stabilité cesse
d’étre rigoureuse.

On peut montrer que, pour un choix convenable de 7 et a, on a :
o=1—Ch (cf. [53], [27]))

Par conséquent, le schéma de relaxation supérieure a une convergence plus rapide
que le schéma précédent. :

Le schéma de relaxation supérieure se réalise par une récurrence sur la diagonale
principale.

= [4.49|

4.3.4 Schéma des directions alternées

1 i

ﬁ+§' n 1 }
2 5 (Al W"TE 4 A, u")
T l4.50|

1 . Aa™)

1. LieBMaAN, FRANKEL [44], YouNng, [45].
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Le schéma équivalent 4 pas entiers a la forme :

n+1_u
- =Qluﬂ+1+nzun
A i
QI=JJZF__A%_§A1A2 l4.51]
Ay
Qﬂ A1+ +IA A2

De (4.51) découle la consistance totale.

(1=3%) (=2e)

e = 1 14.52|
1
(1+34) (1+32)
Le schéma des directions alternées est fortement stable quel que soit 7.
= 1 BT 2\ T2
Qo = max ’ |4.53|
1+ 1 T 1+2r (1 A
. 2 — — 4 -
0o=1—2h |4.54|
1
m".-ai\Logs[N |4.55]

Le schéma des directions alternées, comme le schéma de relaxation supérieure,
augmente la vitesse de convergence d’un ordre par rapport au schéma (4.2).
Ceci est li¢ au fait que le schéma des directions alternées est fortement stable quel
que soit 7 alors que le schéma (4.2) est stable pour un 7 suffisamment petit (d’ordre 42).

4.3.5 Schéma a corrections stabilisatrices

uﬂ+% g 1
T =A1u“+2 + Ay u"
= 14.56]
un+1 _ un+ ( . )
T =4 _
Le schéma équivalent & pas entiers a la forme :
unti__ yn
= = Q, untl + Q, un 14.57|

Q=M+A—T1MAA, Qy=TMA
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1 4+ a,a, 1+ aqds |4 .581
0= = '
1+ a, = ds e 14y (1 - a]_) (l -+ az}

h?
i
1 +16r ( 2)

1 + 7
0o = max 5 R e 4.59|
P ESTT 1 b (1—-’—) + 162 (1—_)
4 2
- et @ ik 14.60|
YL '
m= |Loge|N 4.61]
4.3.6 Schéma de désintégration
n+y ]
- 1
= = L =A (at.w"r=+£i= +ﬁu”)
14.62|
n+1 . ‘n-i—§ 1
u = w'e A, (a"n-;-: " ﬁ'u“"'ﬂ)
Le schéma équivalent & pas entiers a la forme :
u'ﬂ.*i‘l — yh
e =T+ Qpum |4.63|

Qy=ay+A)—a2t A Ay, Qu=B(A + Ay + BTA A,

1
Le schéma (4.62) satisfait la condition de consistance totale; pour ¢ = f = 5" Avec

ces conditions il devient équivalent au schéma des directions alternées.

NOTE DU TRADUCTEUR

Nous avons programmé en Fortran simple précision le schéma (4.62) avec a = Bi= i; le

domaine est [1,2] x [1,2]; nous avons pris a = 1.
La solution exacte est u = Log (x* + y?) (Au = 0).
Le test d’arrét du schéma itératif est :

| valeur moyenne de u” — valeur moyenne de un+l | &40
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Nous avons pris yy = 0. Les temps machine sont toujours sur IBM 7044 mais sont donnés
cette fois compilation non comprise. Nous avons alors les deux tableaux :

Erreur
‘El 'l‘.sl‘omb_re absolue Temps
d’itérations

moyenne
10 66 0,613 10-? | 17 secondes 27 tierces
20 61 0,554 103 | 50 secondes 30 tierces
30 60 0,534 102 | 1 minute 42 secondes 9 tierces
40 59 0,525 102 | 2 minutes 49 secondes 42 tierces
50 58 0,519 10—% | 4 minutes 18 secondes 47 tierces

N — 20 ‘ Nombre Erreur
NT yese o absolue Temps
d’itérations

moyenne
50 32 0,109 10-2 | 0 minute 26 secondes 1 tierce
100 61 0,554 10-3 | 0 minute 50 secondes 30 tierces
150 87 0.37 103 | 1 minute 12 secondes 47 tierces
200 114 t 0,28 103 | 1 minute 35 secondes 26 tierces
250 143 0,22 102 | 1 minute 59 secondes 37 tierces
300 172 0,18 102 | 2 minutes 23 secondes 54 tierces
350 201 0,16 10* | 2 minutes 48 secondes 10 tierces

£.3.7 Schéma prédicteur-correcteur

(schéma a& corrections d’approximation)

1 1
nty on 1 H.+§_ n+ 1
i 4!12 U - Aluﬂ+3, i 2” 1 =A2u”+2
' H |4.64]
u‘n-f-l i an 1
= (Al + Az) un+§ = A ﬂ+2
Des deux premiéres équations on tire :
n+a T T ms+_E »
Ad"E = (E— 2 A) (E— > A)u*E = Eu 14.65]
1
Eliminant #" 2 entre la troisiéme équation de (4.64) et (4.65), on trouve :
A (untl — ) = TAun |4.66|

On voit facilement que le schéma a corrections d’approximation est €quivalent au

schéma des directions alternées.
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4.3.8 Schémas avec des opérateurs singuliers

V. K. Saouliev [27] et N. 1. Bouleiev [20] ont utilisé des schémas d’intégration
et des schémas itératifs qui peuvent étre considérés comme étant une autre facon
de concevoir les schémas a pas fractionnaires. Nous nous limiterons a 1’exposé de
quelques schémas de [27].

Dans I’application 2 I’équation de la chaleur, ces schémas, au lieu de I’approximatien
habituelle :

A Ay Ti—E E— T;‘l

utilisent ’approximation suivante :

T;!—E T;'—E

T,—E T,—E
A=QI+QE; Ql= lhg + hz = 2
1 2

B R

3 &), =

|4.67|

Alors, comme pour n’importe quelle fonction f suffisamment réguliére, nous avons :

196711=0 (5] 101l =0 (kl',,ﬂ), f 12 4.68]

les opérateurs £, Q,, Q, - Q, sont singuliers (cf. ch. 1, 2). Le schéma d’intégration
de 1’équation (4.3) basé sur la représentation (4.67) a, en pas fractionnaires, la forme :

uﬁ'i“%_uﬂ‘ 1 a
——— Q, (mr“"']'E + Bu“) o
a= )
, va+ g =1 4.69
un+1 —H'H_% (ﬁ = Y ﬂ I ]
ou encore :
1 -
n+§_ n 1
: T L —a Q"+ fQun
14.70|
uﬂ_+1_u'ﬂ+%

L’équation (4.69) a la structure de schéma de désintégration, 1’équation (4.70) a la
structure du schéma 2 directions alternées. Les schémas (4.69), (4.70) sont équi-
valents parce qu’ils ont la méme représentation en pas entiers :

E—atQ)E—atQ)utt=E+LFtQ)E + 1t Q)ur 47|
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Aprés avoir mis le schéma (4.71) sous la forme :

untt— yn L
———— = a(€y + Q)urtt + B(Q; + Q) u™ + vQ, Q, (B2 un — a untl) J 14.72|

T
= A(aurtt 4+ Bum) + v Q; Q, (f%u? — a® unth)

il est facile d’estimer 1’ordre d’approximation du schéma (4.71).

De I’égalité (4.68), on déduit que, pour a # f et pour la loi de passage a la limite

T
i constante, le schéma (4.72) n’est pas consistant a 1’équation (4.3); pour

1 ; , ; :
a=f = 5 la consistance a lieu, mais elle est du premier ordre et non du second.

Traitant le schéma (4.72) comme un schéma itératif, nous voyons qu’il satisfait la

. . 1
condition de consistance totale pour a = f§ = =-

2
De I’expression de ¢ :

kyh keo b kyh . kyh Py
1_.3(91+a2)+4r2‘ﬁ5 (sinz_}._ _1_51“2_2;_{_25&1 18 Gn e CDSkz klk)

2 2 2 2 14.73]
¢= kyh ko h knh _ koh  ko—k '
14+ a(e +a)+4r2a® (sin3%+sin2-—22———[—2sin 12 sin ; cos 22 lk)

1
découle la forte stabilité pour a = =

La réalisation des schémas (4.68) (4.69) est trés simple : au premier pas fractionnaire
on applique la récurrence sur la diagonale de bas en haut et de gauche A droite,
au second pas fractionnaire sur la diagonale dans 1’autre direction.

Si I’on considére le schéma (4.70) comme un schéma itératif pour un systéme
d’équations algébriques, il se trouve étre un cas particulier des schémas de
A. A. Samarsky [50]. (¢f. ch. 7.2).

4.3.9 Schémas a paramétres complémentaires

On voit facilement que 1’on peut introduire dans le schéma a corrections stabilisa-

trices de.Douglas et Rachford des paramétres complémentaires. Ceci a été fait par
Douglas dans [26].

Le schéma a corrections stabilisatrices avec des paramétres arbitraires a la forme :

u“%—}u“ 1 i
—  =aMd"P+A—aA)um
v |4.74|

1

n+;

uﬂ‘-‘!‘l__ U 2
] A2 (u-n.-i-l__ u™)

=
1

3 V. . += :

Aprés élimination de #" "2, on trouve :

E—aA)E—atA)u? =[E + 7(l —a) A + a? 12 Ay Ay um] |4.75]
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Nous obtenons I’expression de p :

_1—(0—a)(a +a) +a*aa
€= 1 + a(ay, + ay) + &% ay

s 1
Le schéma (4.74) posséde la consistance totale et la stabilité forte pour o = 5

14.76]

Pour a =1 le schéma (4.74) est le schéma a corrections stabilisatrices de Douglas-
1 L] - - .
Rachford, pour « =i c’est le schéma a corrections stabilisatrices de Douglas,

équivalent au schéma des directions alternées.

V. P. llyne [48] a proposé une autre famille de schémas 4 un paramétre incluant le
schéma des directions alternées et le schéma & corrections stabilisatrices de Douglas-
Rachford :

1 =

s
u 2 yn 1 1
__Tu_. = 5 (Al uﬂ+2 + A2Hﬂ)
bl L1 14.77|
n+l__ 2 BrE __yn 1
u Tu :k"__“_r_“_+§A2(“ﬂ+1_Hn)
Le schéma a pas entiers a la forme :
1 | untl _gyn 1 4k
(E—ErAl) (Eﬁiz@) L Ly 14.78]
Le schéma (4.78) satisfait la condition de consistance totale.
De I’expression :
k 1
I—E(ﬂl—l-ﬂ'z) + Zalag
0 = ; : 14.79|
1 4+ ﬁ(fh + ay) + Ealaz

découle la forte stabilité du schéma (4.77) pour — 1 < k < 1.

Pour k = 0 le schéma (4.77) est le schéma a corrections stabilisatrices de Douglas-
Rachford, pour k = 1, c’est le schéma des directions alternées.

Le travail de V.A. Enalsky [49] étudie une famille de schémas a4 un paramétre
contenant pour des valeurs particuliéres des paramétres le schéma de désintégration
et le schéma des directions alternées. Cette famille a la forme :

1
=aAu""2 4 BA un + y Ayun
14.80|

1 1
=alpurt + p A a7 4 u" "z
2 ¥ in

—

ou a, f, v sont des paramétres indéterminés pour I’instant.
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1
i W i ft+z .
Aprés I’élimination de # "2 nous arrivons au schéma

n+l__ . n ]
E_._T_H.. = Ql u‘n'!‘l 4 Q2 uh
Ql = O A - (12 T Al Az I4'811
Q=@+NA+7[ByA*+(B—pP?A A ]
Avec les conditions : a +f+y =1, (f—2—a® =0 |4.82]
I’équation (4.81) prend la forme :
uhtl— yn
__r_.___ e A_“-n + aA(u.n+1__yn) e ﬁ}'TAzﬂn—ﬂgl'AlAz(Hn"'l—uﬂ)

Le schéma (4.80) prend alors la forme canonique :
uﬂ+1 s, U

B— — =Aunr
T, 14.83|

B=(E+ytA) T E—atADE—atl,)

et vérifie la condition de consistance totale.
De la deuxiéme équation (4.82) découle I’alternative :

a=f—youa=y—p

Comme les paramétres a, 3,  sont liés par les deux relations (4.82), le schéma (4.80)
admet les deux parameétres arbitraires 7 et a.

1 ) .

Posant v = 0, nous trouvons o = f§ = 5" c’est-a-dire que nous trouvons le schéma
. - - L3 l

de désintégration avec des poids égaux; posant f = 0, nous trouvons a = y = 5"

c’est-a-dire que nous obtenons le schéma des directions alternées.
On voit facilement que I'on peut mettre tous les schémas étudiés sous la forme :

B=———— = Aun 14.84|

ou

B=E—a7tA)E—a7A) 14.85|
pour les schémas des directions alternées, des corrections stabilisatrices et des correc-
tions d’approximation;
ou

B=E—a7tQ)E—atldy) |4.86|
pour le schéma & opérateurs singuliers;

ou
B=E+ByT AT E—atADE—aTlAy) |4.87|

pour le schéma de V. A. Enalsky.
La forme canonique sous la forme (4.85) est donnée dans les ouvrages de

E. G. Diakonov [95], [90] et de A. A. Samarsky [91].
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4.4 Schémas pour I’équation tridimensionnelle de Laplace

Donnons un tour d’horizon rapide des schémas itératifs pour 1’équation tridimen-
sionnelle de Laplace. Remarquons que, dans le passage de 1’équation bidimension-
nelle & tridimensionnelle, beaucoup de propriétés et de classifications changent de
forme,

4.4.1 Schéma des directions alterndes

1 —_—
T 3
n+g ﬂ+!
3 3 1 2 1
¢ - = = :I,: (AI u"t3 4 A, u"ts 4 A, uﬂ+5) |4.88|
42
natl__ "7 ! 2

Ce schéma, comme nous 1’avons déja montré (¢f. ch. 2.1), est fortement stable seule-
ment pour un T suffisamment petit.
Comme précédemment, il vérifie la condition de consistance totale mais au sens

de (4.31) et non au sens de (4.29). En effet, aprés élimination des pas fractionnaires
n+1 ﬂ+g
# 3 et u 8 nous trouvons :

“JI-!-]. —_ "

= A u"
<
B*[E } AL ™ (B ! 1 L
= +§T -1—5_?1: ( 1A2+A1A3+ﬂgﬂa)] ——ETA]_ E—ETAE E_E‘I'J'ﬁ.:])
4.4.2 Schéma de désintégration
1 _
H+E__ n 1
: T — = A (au’“'a +ﬁ“”)
2 1
ﬂ+ﬁ . R o 2 1
u _ 4 3 _ A,z (ﬂ u'n.-i-g 1 ﬁuﬂ-'-ﬁ) [4.901
n+g
T — = Aq (“ untt + g ”HB)
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En pas entiers, ce schéma prend la forme :

u"""'l—u""

=W+ A+ AY(@umt + Bum) — v (Mg Ay + A Ay + Az Ay
X (@ Ut — f2um) + 12 Ay Ay Ag (a® untt + B3 yn) [4.91|

Par conséquent le schéma de désintégration ne satisfait la condition de consistance
totale pour aucun a. De I’expression de p :

l—ﬁ(a] +a'2 +ﬁ'3) -I— ﬂz(ﬂlﬂ'g ‘I_a]_ﬂa +ﬂ2a3)-—ﬁsalazﬂa
1+ a(a +ay+a) +a(a,a, + aya; + ayaq) + a® a, a, ag

o= 14.92|

1
découle la forte stabilité pour a > 5"

Donc, alors que le schéma des directions alternées conserve la consistance totale
et perd la propriété de stabilité absolument forte, le schéma de désintégration, lui,
conservant la propriété de stabilité absolument forte, perd la propriété de consistance
totale. Ces schémas cessent d’étre équivalents.

£.4.3 Schéma a corrections d’approximation de Brian!

1 -
7+
u 86—y n-{J
——__.._-“:"’2 — Iﬂ' 3+A.2!£”+A3M”'
'n+g n+*1'
u 66—y 6 n+%
=N, \u" 76 —yn
T 14.93|
3 2 )
4= n+z
“ S—u ﬂ—A (u”’+g a”)
=A; —
T/2
urHl__yn i 2 3
——;—— =A1 u“ 6 ’Jf" Ag Hn+ﬁ -} Asun-'-ﬁ

Aprés élimination des pas fractionnaires, le schéma a la forme :
1 1 1 ntl__ yn
(E— 5 1:111) (E— : -:Aﬂ) (E— - 'cAa) "——t_" =Aur  |4.94]

Le schéma posséde la consistance totale. L’absolue stabilité est due a I’expression
de g :

1
8

1 1
1“—(314‘“2‘5‘“3)+E(ﬂ102+ﬂlﬂa+ﬂzaa)+ a, a, ag

2

0= 4.95]

1 1 1
1+E(‘ﬁ+az+ﬂa)+z(a1az+ala3+ﬂzaa)+E‘hﬂzaa

1. BRIAN [25], ¢f. ch. 2.7.
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Le schéma de correction d’approximation et de désintégration (¢f. ch. 2.7) a une

structure plus simple :
I —

5 __ un 1 "’+ﬁ__ %+E __:-:
& =R a8 ! e Ay u"te
aTt aT
. 5 14.96|
n+s n+s
6 S 1 6 o uﬂ“l‘]—__u'n- o
s A uﬂ-+ ) —_ A Hﬂ+ﬁ
atT : |
Le schéma a pas entiers a la forme :
an+1_ ut
E—atA)E—atA)E—atAy) ——— = Ayn 14.97|

T

Le schéma posséde la consistance totale et la forte stabilité pour - < a < 1. Pour

|

le schéma devient le schéma de Brian.

D |

a =

4.4.4 Schéma a corrections stabilisatrices
1 s

uﬂ'+5 —um ,;+-1-
=alMuw "3+ —a)Aum + (A, + Ay) un

=k, 8 — o) 14.98|

— aAg (unt — u™)

Pour a = 1, nous avons le schéma a corrections stabilisatrices de Douglas-
Rachford [12], pour a = 5 nous avons le schéma a corrections stabilisatrices de

Douglas [26].

Le schéma 2a pas entiers a la forme :
n+l __ um

(E_arAl)(E—arAz)(E—arAs)"_-T_ — Aun 14.99|
d’ou découle la consistance totale.
De I’expression de o :
1 +afa, + a; + a3) + a®(ay,a, + ay a3 + a,a) + a® a;a, a4

|4.100)

: 1
découle la forte stabilité du schéma pour a E’«E-

Le schéma a corrections stabilisatrices est équivalent au schéma A corrections
d’approximation et de désintégration.
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4.4.5

44.6

Schéma de I’algorithme universel

On peut se baser directement sur la représentation canonique

uﬂ-‘H‘- o uﬂ?

(E—arAl)(E-—arAa)(E—atAg)——T—-—=Au“ |4.101|

des schémas 4 pas fractionnaires étudiés pour lui faire correspondre le schéma de
I’algorithme universel (¢f. [87]1%).
La formule (4.101) entraine le fait que le schéma de I’algorithme universel est
équivalent aux schémas & corrections stabilisatrices et 3 corrections d’approxima-
tions. Le schéma peut avoir aussi la réalisation suivante :

5 .

(E—atA)u""8 =[E—atA) E—atA)(E—atAy) + tAlun

2
E—atA)u""3 =4""3 4.102|

(E—atAy)untt = 4"

correspondant au schéma de factorisation approchée avec I’algorithme correspondant
de résolution des conditions aux limites (¢f. ch. 2.5 et 2.6).

Le schéma itératif avec des paramétres complémentaires proposé par V. P. Ilyine
a la forme :
1 P
w3
u 3 __pun 1
R :Aluﬂ+3 +Agﬂ'n+A3Hﬂ
T
,n+?. if1+l ﬂ+'1"
u 38—y 3 u 3 —un i
=k1—.—_.—_ —E_Aﬂ Hﬂ 3 — pun |4.1031
T 3
-n-+-g nt3
untt — gy s u 8 —pyn
= = Az — Aa (Mn+l = Hﬂ)
7

Aprés élimination des pas fractionnaires, nous avons :

E—TtA)E—TA)E—7TA) — = A+ k) + k) Aur |4.104|
1
Posant (1 + k) (1 + k) = 5 nous démontrons 1’équivalence du schéma (4.103) avec

les schémas & corrections stabilisatrices, 4 corrections d’approximation et & opérateur
stabilisateur,

1. La forme (4.101) a été montrée pour la premiére fois dans les travaux de E. G. DiaAKONOV
[95], [90] et A. A. Samarsky [91].
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4.4.7 Schéma avec des opérateurs singuliers

4.5

Contrairement au schéma précédent, le schéma & opérateurs singuliers ne nécessite
que deux pas fractionnaires, comme dans le cas & deux variables.

On aici : A = % A =0, + Q)

i=1
= —=— % f: ;
h3 h3 h
_T,—E T,—E T;—E
=~ -+ 7 - 7 |4.105|
A la représentation (4.105) correspondent les schémas équivalents :
1
ﬂ-“i"'g" — !:
E_T:_"_ = ), (a W ﬂu‘")
: |4.106]
n+l __ ,"tg
- T —-Q (“ untt 4 ﬁ“ﬁz)
et :
u'ﬂ‘*'% e uﬁ 1
T =anuﬂ+§+ﬁQn"ﬂ
|4.107|

Schémas itératifs pour les équations elliptiques

Pour I’équation elliptique :

Cut f \ e o el 14.108]
u = = .
“ 9% 0x4

ij’-=

le parall€le entre les schémas itératifs et les schémas d’intégration du probléme para—
bohque correspondant :

ou

ot |4.109]

—
335‘; 3xj
. fHi=1
est toujours valable.

Mais la série de schémas ayant la propriété de consistance totale et de forte stabilité
pour I’équation de Laplace perd cette propriété dans le cas de 1’équation (4.108).
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Donnons une analyse rapide des schémas itératifs pour 1’équation (4.108) aver

f=0.

4.5.1 Schéma des directions alternées

Il est ici inapplicable car il perd la propriété de forte stabilité pour m = 2 (¢f. ch. 2.4).

4.5.2 Schéma de désintégration (cf. 2.4) pour m = 2

1
nA45
u :—u® ats
o A ™ A

1
urtl "7

= Aﬂl u“+- + A22 Hﬂ+1

Le schéma équivalent en pas entiers :

Hﬂ"""l_ un
———— =(Ap + Ap) u™ + 2 Ajp u™ — (Ayy Agp uH — A, u™)

T

est fortement stable mais n’est pas totalement consistant. Cette remarque est valable
aussi pour le schéma de désintégration (¢f. 2.42) pour m = 3,

5.3 Schémas a corrections stabilisatrices

1 _
n+i‘?a.,.." n 1
2 B iy 8 D
T
i 4

_lf_ n : m _ AEE (Hﬂ+;ﬁ —H'ﬂ')

_________________________________________________________________________ |4.110|

. =

= — Amm (u-.n+1__ uﬂ)
i
Q= 3 Ay
thi=1 .
Ce schéma est équivalent aux schémas en pas entiers :
uﬂ.—i—l —_—un
—_—=Aurtl 4+ (Q—A) un—TEAﬂ A.jj (u”"‘l—u“)
T i<j
+ 22 X Ag Ay Mg @ —a™) + (— DAy A T @ — ™)
i<i<k
m
A= 2 Ay i, 7, k=1,...,m |4.111|

i=1
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D’ou la consistance totale quel que soit m. L’expression de o est :

1—2 2 I+ Zlhly+ X bilyplee+ ... +hils...lmm
IT (1 + Iy)
i=1
1—2 2 ly+ X lalyyg + ... +lyy...lnm
0= i<i i<ij [4_”3]
l+ E ’fi'l‘ E iﬁf!j"f'l_-.. "I"!]_l..,.!mm
i=1 i<j
. o ki by
sin® ——
2
avec lis = 4 1 ayq h?
et
‘ _4'ra;_f k¢ hy kihy . kihg kjhj_?aij ; .
by = ik 5 sTsm 5 sin 5 —h{kjsmk;iusmkjh;

Pour m = 2 le schéma est fortement stable si les conditions d’ellipticité sont vérifiées :

ﬂ11>0; ﬂm‘}{]; ﬂllazz—ﬂ?g}{}

Avec des limitations plus strictes, le schéma sera fortement stable également pour

m=3 (cf. 2.43).

4.5.4 Schéma a corrections d’approximation

. 4 nto— —21
u 2m __ yh u Zm — i 2m
= AI]. Hﬂ+2m ’ = Amm"
atT aT
nHl __ 0 m
E___i. — Q u‘”’zm
T
Aprés élimination des pas fractionnaires, on obtient :
uu+1__ utn
E—atAPNE—a1Ap)...(E—atAum)

K.114|

=Qun |4:115|

Par conséquent, le schéma a corrections d’approximation a la propriété de consistance

totale.
On déduit de (4.115) I’expression de g :
m
Z

=1

mn
1— hy+a X ly+a® Z lylyy+ ...+ amly
i=1 i<j

...’mm

g:

i=1 i<ij
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Dans le cas m = 2, le schéma a corrections d’approximation est fortement stable

1
pour igaél.

£.5.5 Schéma de [’opérateur majorant!

untl__ymn
Pour m =2, il a la forme : (Ay; + Ay) P Q ur |4.117|

L’équation (Ay; + Agp) 4™t = [(Ay; + Agp) + TQ] un |4.117"]

pour un second membre donné se résout par des itérations complémentaires (internes).
Par conséquent, dans le schéma de I’opérateur majorant, I’opérateur aux différences
elliptique {2 de forme générale est remplacé par un opérateur aux différences analogue
a celui de Laplace.

4.5.6 Schéma de I’opérateur stabilisateur

Pour m = 2, il a la forme :
+1__ u”m

Le schéma (4.118) est équivalent au schéma a corrections d’approximation. Le

schéma (4.118) peut étre réalisé sous la forme d’un schéma de factorisation appro-
chée :

1 n
(B — avhy) "2 = [(E — athy) (B — athy) + Q] u 14.119]

(E— arAy) u"™' = "2

Remarquons que les schémas des opérateurs majorants et stabilisateurs proviennent
du schéma de I’algorithme universel :

B Hﬂ+1 — yn

T

= Qun

Dans le premier cas, on effectue le remplacement de I’opérateur {) par un opérateur B
de structure plus simple, dans le second cas l'opérateur B est factorisé, vérifiant
en méme temps la condition de forte consistance.

Le schéma général de 1’opérateur stabilisateur sera étudié au ch. 9.4.

1. Cf. [48], [49].
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4.5.7 Schéma a récurrences diagonales

Montrons en conclusion de ce paragraphe le schéma de I. D. Sofronov [65] qui
applique le prédicteur-correcteur et les récurrences diagonales basées sur la méthode
de désintégration.

Pour simplifier, nous considérerons un domaine d’intégration carré

(k1=h2=h, N1=N2:N), m=2.
Posons : £ =£5; + €4 + My; + My [4.120|

avec :
a2
£y = (an — iﬂlzl) 3—_];%

o2
Lop = (@ — |@1a)) o

o2
My = |ap| (1 + 0) 55 4.121|
052
o2
Mgy = Ialz| 1—o0) @

X + X X — X3

o = sign (a1, & = 7: &y = T

Soient A;, A,, Q,, Q, les approximations centrales tridiagonales des opérateurs
£115 £o9, My;, My, opérant sur les lignes de coordonnées et sur les diagonales corres-
pondantes. Le schéma aux différences de désintégration, correspondant a la représen-
tation (4.120), a la forme :

1 - ‘E+§
— A ﬂ+§ U — ﬂ+a-
7/2 <l 7/2 A
5 i ’ i |4.122|
Hn+§_uﬂ+§ ﬂ+g un+§___un+§ o1
2 Qq u "8} = Qg e
/2 T/2 _
Avec les conditions : ay; == |apl|; @ = a3 |4.123|

les opérateurs A;, A, ont des valeurs propres non positives et le schéma (4.122) est
fortement stable et du premier ordre de précision.
Appliquant le correcteur :

a+1 (]

= 1 1
”fi = Q"2 = (A + A 4+ O, + Q)"0 [4.124|

nous trouvons #”+! avec la précision 0 (72 + #?).
Le schéma de désintégration avec correcteur fut étudié encore auparavant dans un
autre ouvrage de I. D. Sofronov [66].
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4.6 Schémas a pas variables

Jusqu’a présent nous n’avons étudié que des schémas itératifs 3 pas constant.
Avec la réalisation du critére de forte stabilité et le choix correspondant de 7, la
norme de 1’opérateur de passage a la forme (1 — Ch®) pour les schémas explicites
et (1 — Ch) pour les schémas implicites. Dans 1’un et 1’autre cas, on peut accélérer
la convergence en choisissant un paramétre d’itération variable Tn.

Richardson a obtenu une sensible amélioration de la convergence des schémas expli-
cites (4.39) en introduisant un pas variable. Cet ouvrage de Richardson et les ouvrages
qui suivent (¢f. [53]) ont permis, dans le cas des schémas itératifs explicites, de ramener
le probléme de la recherche des pas optimaux & la construction d’un polyndme
s’¢loignant de zéro de fagon minimale. Supposons que 1’on ait effectué m itérations
avec les pas 74, Tp, ..., Tm.

Alors I’'amplitude des harmoniques sin k;x; X sin kyx, augmente de :

Om (Qyy « .oy Omy ) = 0102...0m = (1 —ayu)...(1 — am) |4.125]

. o K1l k
2 sin? % 2 sin® ;’:?
Ici s =2 HE‘L’S; = k% = h% =u (kl’ kg) f4126|
Les paramétres a, . . ., 0 €t par conséquent 7y, T, . . ., Ts sont choisis de maniére

a ce que la grandeur :

Q (als a‘Z! sy am) = max |Qm [ﬂ, # (kls k2)]11

1w k:
Mo << IS s pho=p (L, 1), gty = p(Ny, Np) soit minimale.  [4.127]

Ce probléme se remplace par un autre dans lequel le paramétre discret u (ky, ky)
est remplacé par le paramétre continu u parcourant 1’intervalle [ (1, 1), p (N;, Nyl
Par conséquent le choix du pas optimal d’itération revient au probléme : trouver
dans la famille (4.125) le polynéme ¢ (a, u) s’éloignant le moins possible de 0. Sur
Pintervalle [, #,] on sait (¢f. [54]) que la solution de ce probléme est la fonction :

T (#1 +#o—-2x)

Ha— Ky

(x) = 4.128
Y |
My — g

ol les Typy(x) = .os (m arccos x) sont les polyndmes de Tchebicheff.
Il se trouve qu’avec un tel choix du pas la vitesse de convergence augmente jusqu’a
I’ordre (¢f. [53], [27)) :

1—0(h) |4.129|

Dans le cas des schémas implicites I’expression de @ se complique.
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Dans ce cas, pour la méthode des directions alternées, nous avons :

m | — g 1 — agv

= = =[] 4.130
g I en B = R e T 4.130|
= R(a, #)* R(a, V)
avec : -
kohy
q | 45i112kl—h1 431'112272
ap=zatyy p=plk) = —— V=) = ———
G =gp@tas p=p ) 2 2 2 14131
m | — ou m | — agv
R(a, p) =11 =, R(a,v)=1II
Gt e=1 1 + asp ) s=1 1 + agv i

Le choix optimal du paramétre @; correspond au probléme variationnel :

min [?akx | R (a, u, V) l], ky=1,..,Ny3 kg=1,....N, 4.132|

qui aprés le passage des paramétres discrets u (k,), v (k;) aux paramétres continus My
Vv s€ ramene au probléme :

min [max | R (a, p) [] @€ [p (1), u (NY] [4.133 a|

a M

min [max | R (a, v) ]] v € [v (1), v(N,y)] [4.133 b|

a »

Le probléme (4.133) n’a pas encore regu de solution compléte mais des recherches
encourageantes ont ¢té effectuées (¢f. a ce sujet [55]).

Comme dans [10] (¢f. également [27]) indiquons un choix des paramétres ay, . . ., O

8 ’ [ :

garantissant la diminution de la norme d’écart de - fois (g < 1) aprés m pas et esti-
q

mons m en fonction de A.
Supposons pour simplifier A =k =hy, 1 < ks< N, s=12, N+ Dh =m.
Nous donnant m, h, g < 1, divisons ’intervalle (1, N) en sous-intervalles (k;, kiy1),

ky =1, ..., k;y = N tels que la condition (4.134) soit vérifiée :
qzl—%m:_l—amazl—aauz: :____l*ﬂm—ﬂhn:l—amﬂm;
1+ oy V+apy 1+ a0 1+ am_spim 1+ Gmpim
s = W (ks) L4I34|
ce qui est possible puisque la grandeur : g (a, k) = —I——M 4.135|
' ’ 1+ au (k) ‘

pour a > 0, k > 0 ne dépasse pas 1 en module et est une fonction décroissante de k
pour a fixé et de a pour k fixé.

Pour k dans intervalle [k, ks.,] la grandeur g (gs, k) ne dépasse pas ¢ en module
et en dehors de I'intervalle ne dépasse pas 1 en module. Par conséquent, aprés m itéra-

tions, chaque harmonique diminue en amplitude de au moins - fois.
q
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4.7

Estimons la grandeur m. Supposant 4 suffisamment petit, nous avons ;

My X kG 4.136|
D’ou d’aprés (4.134) :

L
Jo=—eny Ogl—q

(1—g)—as (1 + =0
e g l4.137)
A+ag)—as(l—q) s, =0
1 2
Eliminant de (4.137) as, Nous avons : Mo _ (_j—_q) |4.138]
Ms 1—gq
1
Utilisant (4.136), nous avons : ko1 A £ q’ s=12,...,m [4.139I
kg 1— q
Elevant (4.138) 4 la puissance m, nous obtenons :
1 m Log N Log 1/h Log1/h
N:(ﬂ y wig B o 0B Lk o Leglf 14.140 |
1—gq Lgl‘F'ff 1+g¢q 2q

L’¢galité (4.140) est une estimation asymptotique avec une constante indéterminée.
Montrons (cf. [10]) que dans le cas du schéma des directions alternées aprés un choix
convenable des pas 7y, 7,, . . ., T,y 1a solution itérative u® deviendra la solution exacte
du probléme de Dirichlet aprés m = N itérations dans le cas d’un carré et aprés
m = Ny + N, itérations dans le cas d’un rectangle. Si I’on choisit Tis Ty s Toity
m = N; + N, d’aprés les conditions :

1 1 1 |

o = " oy = o Oy = P [4.141 a|
Ay, = ‘:_1,- Ay oy = an_g’ — aNl +N = "‘Lm i |4.141 b

4 sin® ’il;—l 4 sin? k2—k2

ou Mk = T: Via = hﬁ ’
alors : R(a, 4, v) = 01,09 ..., 0m = 0 |4.142|

quels que soient k; et k.
Dans le cas d’un carré, quand & = b, = hy, N = N; = N,, il suffit de remplir la
condition (4.141 a), c’est-a-dire qu’il suffit de faire N itérations.

Schémas itératifs, basés sur les schémas d’intégration des
équations hyperboliques

Posons en correspondance avec I’équation de Laplace A@ = 0 I’équation des oscil-

lations amorties :

2
b aE + E =a?A®, b>0 |4.143|
ot or?
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Transformons (4.143) en systéme, posant :

oD oD oD .
3 x1 iy, axz g, 3 t q I
De (4.144) on déduit :
3”1 3‘@ —0:
ot o0x;,
Ou, 0g
o N ¥
TR
f}‘q 2 314‘1 aug
— = — — 4+ —=| —b 145
ot ? (axl T 31‘2) “ )
Passant en v, nous obtenons :
Ouy  , Ov
%
duyg 5 Ov
2 P — =0
ot 0x,
ov  Ou;  Ouy
—=—+4——0b ;
Au premier pas fractionnaire, on intégre le systéme
10u, , o 1 cu, 10v ouy
= a"—=0; -—=0; - — =— 4.147
270t ¢ ox 2 ot 20t ox, 122

a I’aide du schéma majorant implicite & pas courant qui, avec les variables Uy, U, V,
a la forme :

1
K, /"% = M, f° 4.148)
avec !
20,%, 0 0 O+ ¥, 0 a@—F)
0 E 0 E 0
K, — 0 M= || 4.149 |
0 0 2@1‘},“1 E((I)l—]}{‘l) 0 (1)1 "l" lPI]_
¢1=E+§Am1, ‘FIZE_EAI: f=(u1su29v)
hy hy

Au deuxiéme pas fractionnaire, on intégre le systéme :

1 Ouy 1 Ou, ov 1ov  ou

S = SR e e, i et ;

20 2a Yo 3% o 14236
a l'aide du schéma analogue : K, fn+! = M, fn+1/2 |4.151|
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4.8

ou :

E 0 0 I|E 0 0
A4 X . !
K, — 0 20,9, 0 oM, = 0 21324- F, a(@,—%,) 14.152|
0 0 20,¥, 0 5@2_%}' AP

art
g

On voit facilement que les formules (4.148), (4.151) sont équivalentes aux formules
(3.35) et (3.36).

@, =B A, 9=l

;12 &2: f =t (uls st V)'

f-n+2 e fn
Ensuite, on applique le correcteur : — = Q fn |4.153|
ou
A+ A
0 0 it~ ol
“Ton
A
Q= 0 0 _ptat A 4.154]
2 hy
A+ A, A, + A, 5
250y 2 hy
On peut appliquer également le schéma de ’opérateur stabilisateur :
+2__ fn

T

Résolution des problémes aux limites de 1’équation de Poisson

Montrons que la résolution des problémes aux limites de 1’équation de Poisson,
méme 2 I'aide de schémas fortement stables et totalement consistants, nécessite
une approximation spéciale du second membre 1,

Pour I’équation de Poisson dans le domaine G : {0< x;<m, i = 1,2}

0? 02
Au +q =0, A=E’_x_§+5;g |4.156]|
avec les conditions aux limites :
u(s) =f(s) 1 ()xa(GNEY |4.157|

1. Ceci a été montré par E. G. DiaKkoNOV et A. A. SAMARSKY.
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4.9

on peut appliquer le schéma de désintégration :

un+§ — uﬂ n,+1
—‘I—:Aﬂﬂ“ 2+ fu") + g
|4.158|
uﬂ+1 uﬂ+§ ' - 'H_; .
= A, (au + Pu""2) + g,

ou g, et g, sont des seconds membres indéterminés pour 1’instant.
Le schéma en pas entiers a la forme :

(E — atA;) (E — atAy) unt! = (E + B7A) (E + frAy) ur + 1Q  |4.159|
ol Q = Bogy + Aygy = (E + frA9) gy + (E—arAy) g,

1
Dans le cas de I’équation de Laplace (g = 0) pour a = > et g¢; = g, = 0 nous avons

le schéma a consistance totale.
Pour avoir une consistance totale & 1’équation de Poisson, il est également nécessaire
d’avoir : ,

Q=g |4.160|

Posant g, =0, nous avons : (E—atA)) g, =¢q |4.161|

Comme || E— tal\, || < 1, I’équation (4.161) est résoluble a I’aide de la récur-
rence habituelle.

Schémas itératifs sur la moyenne

Jusqu’a présent nous n’avons étudié la convergence des itérations qu’en pas entiers.
Montrons que dans certains cas il est utile d’étudier les grandeurs et pour les pas
entiers, et pour les pas fractionnaires.

Posons, comme d’habitude, le probléme aux limites de type elliptique :

Cu+qg=0, u(s) = £ 14.162|

en correspondance avec le schéma itératif :

R g™ 1 "
%ZAI(MHH&H% a+f=1 [4.163 a|
ﬂ.+1___ n+%
- = Ay (@™ + B + g, |4.163 b
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Les opérateurs /A sont indépendants de 7 et la consistance de (4.164) est totale.
Prolongeons I’égalité (4.163) :

3
n+s n+1
U 22—y

3
= A (a2 + B + ¢ 14.165)

Réunissant (4.163 a) et (4.163 b), (4.163 b) et (4.165), nous obtenons :

= A, (av® + Bum) Ay (aun+ + Bvi) + Q 14.166 a|

yhtl __ yn
= Ay (vt Buntt) 4 A, (au™tt + Bvm) + Q | |4.166 b

i , 3
oul 'on a posé : V' =u""2 V"' =4""2 Q =g, +q 14.167|

Enfin réunissant (4.166 a) et (4.166 b), nous avons :

(u?l-l-l 4 1,,?1+1} - (H”’ 4 vn)
T

= A [a " + v*HY) 4 B (un + untY)]
+ 2 Ay (aumtt + By + 20  |4.168|
Sous I’hypothése de la forte stabilité du schéma (4.163) :
u — u, V" —> v |4.169|
et de (4.168) et (4.169) on tire :
Ay (av + Bu) + Ay(au + fiv) + 0 =0

1 t v
Pour a = 5 mous obtenons : A (f;r ) +0=0 |4.170|
Silonpose : Q=¢q, +q =¢q |4.171]
u'ﬂ 4 uﬂ-i-%
alors (4.170) indique que la grandeur moyenne —— converge vers la solution

exacte u du probléme aux différences aux limites :
Au+qg=0 }
u(s) = f(s)

Remarquons que le procédé indiqué pour obtenir une solution a la limite devient
préférable dans le cas de la frontiére arbitraire et des coefficients variables.

En effet, nous avons démontré la convergence de la demi-somme des pas fraction-
naires en n’'excluant aucun pas fractionnaire et en n’exigeant pas la commutativité
des opérateurs aux différences qui n’est pas vérifiée dans le cas des coefficients variables
et de la frontiére arbitraire. Birkhoff et Varga dans leur analyse de la convergence
de la méthode des directions alternées (cf. [56]) ont montré que la commutativité
était un élément essentiel dans la démonstration de la convergence. Apparemment,

4.172|
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cette objection tombe avec ce dernier procédé de passage & la limite. Il est clair que
I’algorithme est applicable pour des opérateurs A;, A, quelconques. Dans le cas
de I’équation de Laplace il est indiqué dans 1’ouvrage [57].

4.10 Réduction des schémas a consistance non totale 4 des schémas
a consistance totale

Dans le cas des schémas itératifs, I’analyse des conditions aux limites proposée dans
le ch. 2.9 est pleinement applicable. La détérioration de I’approximation prés de
la frontiére conduit au fait que, méme si le schéma en pas entiers posséde la consistance
totale, le schéma en pas fractionnaires peut ne pas la posséder.

Etudions, par exemple, le schéma en pas entiers :

(E—%Al) (EmgAﬂ) untl = (E+—;A1) (E+~;Ag) umn

4.1
(r, %) EG={0< s <1II, i =12} l¢.175|
u" (xla xz) = ynH (xl! x2) =f(x1: x2)$ pour (xls xﬂ) € 4
Le schéma de désintégration :
1 1
u‘r&+§ . uﬂ uﬂ. + Hﬂ+§_
T A
i 1 |4.174 |
u”+1-~uﬂ+§ uﬂ+§‘+-uﬂ+l
T =

pour lequel sont posées les conditions aux limites :

1
u" (e %g) = W (g, x) = " (g, 29) = £ (3, POUT (3, € 9 (4,175
ne remplit pas les conditions de consistance totale, puisque le schéma en pas entiers
qui est €quivalent, avec les mémes conditions aux limites (4.175), a la forme

(¢f. ch. 2.9) :
T T T T
(E——iAl) (E—EAg) untt = (E " EAI) (E + EAE) u" + R |4.176|
ou R # 0 sur w.
Appliquant la méthode des fonctions indéterminées et posant :
1 1 L
n+5 n n +5
u 2—y u +u 2
= =N 3 +a
. ; |4.177|
uﬂ+1 ___uﬂ-l'“' uﬂ-+§ + n+1
T = A, 2 + 95 i

on peut choisir ¢, et ¢, tels que R = 0 et que les conditions aux limites (4.175) soient
verifiées (¢f. ch. 2.9).
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Aprés cela, (4.177) devient un schéma a consistance totale. On peut opérer de fagon
analogue dans le cas ou le schéma ne posséde pas la consistance totale, en vertu de
la structure de ’opérateur aux différences et pas seulement a cause des conditions
aux limites. Nous allons I’iflustrer par un exemple de schéma de désintégration. On
sait que dans le cas tridimensionnel le schéma de désinteégration n’est pas a consistance
totale. Ftudions alors le schéma de désintégration suivant :

1 7
u‘ﬂ.-l—ﬁ _ un .n+!'- .
- = Al (au 3 ﬁu + ¢4
Hﬂ+§ . “n+% 3 1
P b= A2 (auﬂ+§ + ﬁuﬂ+é) + qg l4178|
uﬂ+l . ‘a"i‘l"ﬁ 2
> =g (auﬂ“ + ﬁuﬂ"'ﬁ) + g4

avec les seconds membres indéterminés g, ¢, gs.
Le schéma en pas entiers correspondant a la forme :

(E — atA) (B — atl,) (E — atAy) unt?
— (E + BrA) (E + BrAy) E + BrAg) un + 1Q |4.179]
ou
Q = (E + BzA,) (E + BtAg) g + (E — atly) (E + 1Ay g,
+ (E—atly) (E—atiy g5

Mettons le schéma (4.179) sous la forme :
uﬁ‘f"l g o= un

(E—athy) E— atA) (E—ath) ——— = Au" + R |4.180]

h ]

ou
R =[7(F— o® (MAs + AyAg + AgAy)
+ 2 (B + a®) AAAG u? + Q0 =Qur - Q  |4.181]

Exigeons maintenant que le schéma (4.178) soit de consistance totale. Pour cela il faut
et il suffit que 'on ait R = 0.
Si I’on pose a intérieur du domaine G ! ¢; = g, = 0, alors nous avons pour g; :

(E — atA,) E — athy) g3 = — @ u» 14.182|

Déterminant q,, gs, g5 sur la frontiére grice aux conditions aux limites, nous pouvons
déterminer g5 3 partir de (4.182). Pour le choix indiqué de q,, g,, g5 le schéma (4.178)
devient totalement consistant.
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Problemes aux lIimites
de la théorie de |'élasticite

0l

5.1 Equation de 1’équilibre élastique et des oscillations élastiques

La déformation d’un corps plat élastique est caractérisée par le tenseur (tenseur de
déformation) :
1 (E’H.g Ot

E. == == —— .
3 Ox;  Oxy

La tension du corps, produite par la déformation, est caractérisée par le tenseur
de tension oy;. D’aprés la loi de Hooke, les tenseurs oy; et & sont liés par la relation
linéaire :

), L= 12 5.1]

O = ﬂéij&' + 2 péEgy |5.2|

0siisj
#{ et A, u sont les coefficients de

_)
avec € = &y + &9 = div u et 0y = |1 si = ]

Lame.
Les conditions de 1’équilibre élastique sont :
oo do 7]
n_ %
ox, 0Xq 5.3]
Ooy 00 )
: X,=0
0x, 0, Tede ]

ol X; et X, sont les composantes des forces massiques.
D’aprés le principe de d’Alembert, les équations des oscillations élastiques ont la
forme
¢*uy | OOy | 00y,
e T ox 0%y

+QX1=0

54|
— Xo =0
0%k T o T ok, T 04
ou o est la densité de la matiére.
Utilisant (5.1) et (5.2), on peut écrire (5.4) sous la forme :
#a 5 i
_QE'{;A—(AJr‘u,)graddiv u+ puAu+ X =0 |5.5]
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On peut mettre également (5.3) sous une forme correspondante.
On peut écrire (5.5) sous une forme légérement différente :

32&!1 aaul azul 32-‘12 _
azﬂg 32u2 32u2 32“1
i) Rt — =0
U ThEy Tt 20 55 0+ B g 2o+ s

On peut modifier les équations (5.3) de la méme fagon.

Dans le cas ol il n’y a pas de forces massiques (X, = X, = 0), posant :

*p

3x1 3x2

O = ) Gog = —) Oqp = —
11 axg 22 axsil; 12

nous transformons (5.3) en une identité.

561

[5.7]

La fonction u n’est pas quelconque. Les équations (5.7) constituent un systéme

indéterminé d’équations pour u;.

Il est facile de montrer que la condition de comptabilité de ce systéme est :

AAy =0

En effet, introduisant la quantité :
1 (Ouy, Ou,
“73 (H B h)

0x;  0x,
nous avons :
Ouy Oy
. & o T &—w
0x, 0x,y
3:;2 + 3543
—— =€ w; =
2% 12 ; o, a2

Les conditions de comptabilit¢ de (5.10) et (5.11) donnent :

dw 08y Osy

pu——

0xy 0Ox;  Oxy
i dw _ 0&sp gy

Oxy 0x,  0x,
Enfin les conditions de comptabilité de (5.12) et (5.13) donnent :
0 ( 0&y9 3811) 0 ( 08y 08y
Oxy \0x,  0x,)  Ox, ox, sz) _

d%e ’e %e

- (5t 2 ) =

En utilisant (5.2) et (5.7), la condition (5.14) conduit 2 (5.8).

58]

15.9]

|5.10]

|5.11|

|5.22|

a

15.13]

15.14)

L’analyse harmonique de la stabilité de ’équation (5.5) montre que les oscillations
¢lastiques ne s’amortissent pas, par conséquent la solution de (5.3) ne peut étre
obtenue 2 partir de la solution de (5.3) par un passage au régime stationnaire.
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Ln
[ ]

2

Nous allons décrire ’amortissement des oscillations élastiques 3 1’aide de I’équation :

— —
0 2 .
aa_"’:+ﬁ93—£=(ﬂ+p)graddw; + pA :_J}-i—gfa}(), B>0 |515]

L’équation (5.15) nous permettra d’obtenir également un schéma itératif de résolution
de 1’équation stationnaire. Pour obtenir des schémas simples nous pouvons égale-

ment utiliser 1’équation de type purement parabolique :

on

ot

On peut procéder de fagon analogue pour 1’équation (5.8). Nous allons faire corres-
pondre a (5.8) I’éguation :

oy
o

ou plus simplement 1’équation :

— - —
@ =(A+pegraddive + uAu + oX [5.16]

52
o +ﬁ—3}‘;’+mwzo, >0, >0 15.17|

oy
ot

a—-—

+AAp =0 15.18]

Probléme aux limites de la théorie de 1’élasticité

On peut poser pour I’équation (5.5) les problémes suivants :

£.2.1 Premier probléeme aux limites

Sur la fronti¢re ¥ du domaine plan G on donne les déformations uy et u, comme fonc-
tions de s (abscisse curviligne sur V) et t :

u(s) = £, 1) 15.19]

2.2.2 Deuxiéme probléme aux limites

Sur la frontiére p on donne les tensions normales et tangentielles -
On () =f1(5, 1), $()=/f5(s1) |5.20|

Dans le cas du probléme stationnaire, les fonctions f1(8), f5 (s) doivent satisfaire une
condition supplémentaire qui est celle de I’équilibre du corps considéré comme
solide.

2.2.3 Probleme aux limites mixte

Sur une partie de la frontiére, on donne les déformations, sur 1’autre les tensions.
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5.2.4 Le cas de I’équation biharmonique (5.8) ou de I’équation non homogéne
correspondante

AAy + g =0 15.21|

nous allons étudier le probléme aux limites du type suivant :
p=0, Ay = f(s) 15.22|
Nous obtenons les équations (5.21) et (5.22), par exemple, dans le cas d’une plaque

a4 appui libre.

Dans ce cas, i s’interpréte comme la déformation du plan médiateur de la plaque,
g comme la charge, f(s) = 0 (¢f. par exemple [58]).

5.3 Schéma d’intégration des équations d’évolution de I’élasticité

Pour les équations (5.5) et (5.6) avec ¢ = 1 on peut appliquer un schéma explicite
du second ordre de précision :

Ut 2yt + oyt AN . T S
i = +(A+2mw = ul + p h§H¢3+ u
A, + A A, + A,
+ (A + ,u)( ™ Boag) g F gy .+ Xy =0, i=12 15.23]

4 hyh,

A. N. Konovalov [59] a proposé pour (5.5), (5.6) un schéma implicite du second
ordre de précision, basé sur I'idée de factorisation approchée d’un opérateur.
Examinons le schéma :

n+l __ i n—1 n-+1 n—1
ul 2ul + uf AA_ a4+ o

T 72 + @A +2p 72 >
By B g i@ uf—? A +A_DA; +A)
# i @ A 1 1 2 —27 .
LR 2 AR 4 hyh, Mt
uptl —2u + a1 A4 2
bl T L
7t ;AE—-:'., s— @+ up ™)+ A+ Apuy_; +XP=0 |5.24]
A A A, +A DA, +A
| B -—i; s 1 1 o 2
i=12 avec A, 2 N 2 I
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Le schéma (5.24) est du second ordre de précision, il est absolument stable, mais
sa réalisation est difficile. Factorisant 1’opérateur au niveau supérieur de (5.24),
nous obtenons :

2 2
[E —Z (G +2p A,-,i] (E — % nhy, 3_4) @+ Pl — 2.4
+ A+ Ay ul_, + XP i=12 15.25]

Le schéma (5.25) est du second ordre de précision, il est absolument stable et se
réalise & I’aide de récurrences tridiagonales.

Par la méthode des inéquations énergétiques, A. N. Konovalov a démontré la conver-
gence du schéma (5.25) pour le premier probléme aux limites.

:ll
o

Schémas itératifs de résolution de problémes aux limites pour
’équation biharmonique

Comme précédemment, nous allons considérer les schémas itératifs de résolution
de 1’équation

AAy =0 |5.26]
comme des schémas d’intégration de 1’équation :
0 0
g?‘FAA"!’:‘g“"(tu"‘£12+£21+£22)?"=0
a4 15.27|
avec : Ly = —— LI=E2

p ¥
i O ox?

3.4.1 Schéma de désintégration

Construisons ce schéma comme dans le cas de I’équation de la chaleur du type
général (¢f. ch. 2.4) :

1

n+5 n
() 2 — n4 1
T - Ay i + Ay =0
wﬂ"‘l __wﬂ"*"é 1 l.s“?gl
T A ¥R A ™ =0
A A_y\2
avec : Ay = ( dhz_'i) yi= 1.2
AMA_ A A
et R 15.29]
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Le schéma en pas entiers correspondant a la forme :
(E + tAp) (E + tAp) 71t = (E— 1A,)? 7 |5.30|
D’ou la forte stabilité du schéma :

— kih
4 \/ 7 sin? ——
_ (1 —aa) S 2 15.31]
¢=a+dHa+ 72 '
Prenant en considération 1’identité :
ApAgy = (Agp)? 15.32|

nous voyons que, contrairement a 1’équation de la chaleur, le schéma de désinté-
gration (5.42) de I'équation biharmonique est totalement consistant.

5.4.2 Schémas a corrections stabilisatrices

Dans I’ouvrage de Conte et Dames [60] le schéma 4 corrections stabilisatrices de
Douglas-Rachford est étendu au cas de I’équation biharmonique :

1
7+

R 1
E)—T_w_ + Ay %Uﬂ+2 +2A,9" + Apy” =0

n+l n+! I5‘33|
p—pd
T

_{._ Aﬁ.ﬂ (wﬂ'i'l___ -wﬂ) p— 0
Le schéma correspondant en pas entiers a la forme :
w‘ﬁ"‘l e wﬂ
S~ + Ay + Ag) ptt + 2 Ap " + 7 Ay, (pntl—yn) =0 |5.33|

(5.32) entraine que le schéma (5.33) est équivalent a (5.30).

5.4.3 Schéma a corrections d’approximation
pp

- 1
_— LI Ay =0 |5.34 a|
1 1
'.'H'-E . n+; 1
X = Y A il 15.34 b|
n+1 o 1
4 - Y 1 Ay*2 =0 |5.34 c|

avec A __"‘A'll +2A12 +Am.
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Le schéma en pas entiers a la forme :
wﬂ'i'l - a!pﬂ-
(E + atAy) (B + atAyy) S + Ayn =0 15.35]
est équivalent a (5.30) pour a = 1.

5.4.4 Schéma a opérateur stabilisateur

qpﬂ+1__wﬂ
A—T,"' +A1pﬂ'=0, A=A11+A22+2A12 |5.36!

A = (E + atAy) (E + atly)

est aussi équivalent a (5.30) pour a = 1.

Par conséquent les schémas de désintégration, & corrections stabilisatrices et d’approxi-
mation (pour a = 1) ainsi que le schéma a opérateur stabilisateur, constituent des
réalisations différentes du méme schéma homogeéne. Ils se distinguent de plus par
la réalisation des conditions aux limites. Remarquons que les schémas de désinté-
gration et & opérateur stabilisateur sont a2 deux niveaux et que les schémas de cor-
rections sont a trois niveaux.

5.4.5 Schéma de désintégration pour les systémes d’équations harmoniques

Pour quelques problémes aux limites de 1’élasticité comme, par exemple, le probléme
de la courbure transversale d’une plaque soutenant un poids et avec un appui libre,
a la place de I’équation biharmonique il est plus commode d’utiliser un systéme de
deux équations harmoniques. Pour le probléme aux limites :

Ap =@, Ap+49g=0 15.37|
g = f6), p(s) =g @) |5.38]
é¢tudions le schéma de désintégration :
1
ﬂ+§_ n 1
A (ag"% + 69")
1
ﬂ-l-l_ ﬂ+§ 1
= (p =A2 (a(pn+1 +ﬁ¢ﬂ+§) + g
i |5.39]
% = A\ (a’a"ﬂ+2 + ﬁ“Pﬂ)
1
ﬂ+1‘_ ﬂ+§ .'_l
Y - Y =gl (awﬂ+1 ke ﬁwﬂ+2) " ‘pﬂ+l
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. 1
Le schéma (5.39) est fortement stable et totalement consistant pour a = 3 Pour

le passage a la limite, il faut prendre la demi-somme des valeurs des fonctions au
pas entier et au pas fractionnaire (¢f. ch. 4.9).

5.5 Schémas itératifs pour les systémes d’ equatlons des dépla-
cements €lastiques
Pour les équations de I'équilibre élastique dans les déplacements :
2y 2u 2u
RO e ST, S ST .. S
\ 20 0xi cx3 k) X, 0x,
%u 2u 2u 5.40|
(A + H)— - — l-{ﬁ—l—Z.u) ——= =0
OX., ox3 ox3
A. N. Konovalov [61] a proposé et étudié un schéma a corrections stabilisatrices
uﬂ‘i"%_ f& 1 |
- - - All H::-!-- o AI" “I - QH:;
Hfl+,— n 1 1
2 T ? =002 + Ay i + Ay
|5.41|
“l"'l '—'H’H"-" i :
- — = Aqs (‘*'?1i == I1)
T
1
If:+1 :'i';_;_ ( - )
= = 4 \Hg  — Uy |
AA A, A A A 7
Oﬁ 11 —= ()1 “l_ 2#) ¢_I! A}_g — lu - d.—gi AE]_ = 'Uv ""1 T3 =
I 3 hy 15.42]
A, A A +A, A +A '
5= (L2 2, Q=4 L, 2 =2
( M W= 2y

A. N. Konovalov a démontré la convergence de ce schéma pour le premier probléme
aux limites dans un rectangle.

Une série de schémas & pas fractionnaires pour les équations de I’élasticité fut proposée
¢galement par A. A. Samarsky [96].
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5.6 Conditions aux limites pour les problemes de 1’élasticité

Pour la résolution des problémes aux limites du second ordre et mixtes, il est néces-
saire de construire des schémas récurrents de calcul des conditions aux limites.
Montrons-le sur ’exemple du probléme aux limites suivant (fig. 5.1).

th
a = 0Ty, =
B 21— Gy 2 C
retTTTT T 1
I p—
Ty =h : | =0
I 1
i I
| i
I |
]
C..=1 E ! uz = 0
i &
o e e i s Bt e e e e e sl ) W |
e
A Ui = U = D Xq

FIGURE 5. 1. Résolution des problémes aux limites mixtes pour les équations
de I'élasticité dans un rectangle.

Ecrivons les conditions aux limites sur la frontiére verticale de gauche :

3&!1 aug . 7l
Py "V ox, 72 o
3 Xy

Le systéme (5.43) est un systéme de type hyperbolique dans lequel, sur la frontiére -
verticale, x, joue le role de la variable de temps et x; celui de la variable d’espace.
Nous désignerons par u” et u} les valeurs de u, et u, sur la frontiére.

Nous désignerons par U% et U? les valeurs sur les points du maillage intérieurs et
voisins de la frontiére. L’approximation simple — explicite — de (5.43) a la forme :

n4+1 7 it n
o us) e U »
7 1 = 1 — - :f,:
: : 15.44|
n+1 i 7
; U,
lu2 h uz_(‘lri_zlu)__ hl "':ff
2 sl
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Pour la détermination de la stabilité de I’équation (5.44) pour U7, U5, f';,. S5 fixés,
formons les équations des variations (pour simplifier I’écriture, nous n’écrirons pas
le signe variation d) :

n+1 e 7
M —H A

|5.45 |
d’ou :

Wt = Cum; u={u,u}; C= |5.45|

A+2phy
A R

Examinons la norme de la matrice C du passage de (5.45).
Les solutions de son équation caractéristique ont 1’expression :

_ [A+2ph
012 =1+ 7 h_1

Par conséquent le rayon spectral et la norme de la matrice C sont plus grands que 1
et le calcul par récurrence est instable.

Appliquons I'approximation implicite :

|5.46]

R+l ___ 0
hy
n+1 T

A i

— &

—(+2p)

n+1 n+1 =T
u "t — U3

h =f
1
n+1 n+1

hy

=/

L’équation aux variations a la forme ;

M+ 1 7

hy hy

n+1
Uy

d’ou
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Pour la stabilité du calcul, il est indispensable que la matrice (inverse de la matrice
de passage) :

I _h

& 5.50)
_A+2uh { 2-
A
ait ses valeurs propres = 1. Les valeurs propres de la matrice (5.50) ont 1’expression :
A+2uh,
G2 =1% — 5.51
1,2 l hl L I
A+2uh

Par conséquent la condition de stabilité a la forme : J +A & .71_2 =2 552

1
Dans I’écriture de schémas analogues sur I’horizontale supérieure, 4, et A, échangent

A42
leurs rdéles et nous obtenons : J —; A ;:_:

Le schéma sera donc instable sur 1’un ou I'autre des cOtés. Avec les conditions de
stabilité sur le coté vertical, pour ’obtention de la stabilité du calcul de récurrence
sur I’horizontale, il est nécessaire de faire un maillage soit plus espacé sur x; soit
plus serré sur x, (%).

Nous allons indiquer un autre schéma de calcul des fonctions basé sur la méthode
du calcul courant.

=2 |5.53|

FIGURE 5.2 Conditions aux limites du second ordre dans le repére local.

Ecrivons les conditions aux limites du second ordre sous forme itérati\fe dans le
repére local constitué par la tangente & la frontiére orientée et par la normale exté-
rieure (voir fig. 5.2).

—
Alors le vecteur-déplacement u se présente sous la forme :

-y - -
u=u,e + Uy e |5.54]

1. Cette analyse de la stabilité appartient a A. N. KoNovALOV.
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Contrairement au cas du rectangle, nous allons considérer e, comme direction de

T s r
temps et e; comme direction d’espace et nous désignerons les coordonnees locales
de Descartes par ¢, resp. x. Alors les conditions aux limites s’écrivent sous la forme :

Cu cu ]
A+2uw-2+ A==
( © ) c't cx 4
[ L |5'551
cu, Cu,
# r . T = fE
ot cx B
Ecrivons (5.55) avec les invariants :
cr cr cs cs
ét ox o1 ot ox o2 o8]
avec :
r u, + cu u c J 4
= ] 3= — =
/] T? 1 T? A 1 2
‘ L 15.57]
VU Al+2u uw P A+2pu w
L’équation (5.56) se résout alors a 1’'aide du schéma implicite majorant :
ri — Ry rg—riy 5 — 84 St41 — St
Je = g1, e T PR 5.58
T h £ T h &2t | |
qui est stable quels que soient 7 et A.
Dans le cas du domaine rectangle (fig. 5.1), sur le c6té AB nous avons :
Hy = — Hfj’
Hz ZHT, !':—Xl,
X =Xq, T =h, |5.59]
h — ;?2, ¥ = — Hl "1j' Cuz,
J=— Hl = CH2
et sur le c6té BC nous avons :
ul == “T’
uz — Hq, .f == xa’
X =X, T=h,y, 15.60|

h=h, r=u,+ cuy,

8§ = ug —— CHI
Le passage des invariants (5.59) aux invariants (5.60) s’effectue sur un certain arc
arrondissant 1’angle ABC.

En conclusion de notre analyse des problémes aux limites de I’élasticité, remarquons
que n’ont €té étudiés complétement que peu de problémes et peu de méthodes.
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U)

Schémas de haute precision
(s, H. P.J

Jusqu’a présent, nous avons étudié des schémas aux différences d’intégration donnant
des précision d’ordre 0(z® + #P), a, f < 2.
Il leur correspond des schémas itératifs de précision 0 (). La méthode a pas frac-

tionnaires peut étre appliquée pour I’obtention de schémas simples de haute preéci-
sion (f > 2).

Schémas homogeénes de haute précision

Nous référant 4 des travaux de Douglas jr. et Gunn [62] et A. A. Samarsky [63],
nous allons étudier une série de S. H. P. homogénes pour les équations de la chaleur :

= a2, |
w> 6.1]
iy i
cu Pu

et — = a; ag; = Cte 6.2
ct ¥ ox; Gx; 7 jo
Hi=1

i

Pour une fonction quelconque suffisamment réguliére i (x4, X, - . ., Xm, 1), les approxi-
mations suivantes sont vérifiées (on a posé h =k = hy = ... = hy) :

o*u® h? dtu™ 7

— = A" — — — + 0 (4"
mo 16.3]
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24,10 k2 ptum =
Pu _-Ai(uﬂr_l _[_uﬂ_l_uﬂ-l—I)_lz . 4 +0(T2+h4)

ox?

h2 ctun
Au = x A +u“+u“+1)"“—z 331 + 0(z% + A

[FS)

avec : A = Z ZA*, U™ (X35 . . o X, )—u(xl,...,xm,nt)
ox2’

La formule (6.4) entraine que, pour la solution de I’équation (6.1), on a :

uﬂ+1 _— un«—l
2T

1 h* Hun
— n—1 n o AN 2 4
31&(&: + 8% T 7 E ax$+0(-r + h%)
i=1

Remarquons que dans le cas de 1’équation (6.1) nous avons :

m
tu otu
Bly= N oo il ) oo o A s
“ o T E:Exfax? L=ty
i=1 i<j
Nous pouvons poser soit :

m
- ) 2
Z_ : Ox} T Z :Bxi ax.+°(’)

t=1 i<y
u‘ﬂ+1 e 2 u™ + uﬂ—-l
SO A0

<j

soit :
a4uﬂ un-f-l —_— 1
A

= — ] 2 2
P 5= ZZA{A,u + 0 (72 + K®)

i=1 i<j

Réunissant (6.5), (6.7) et (6.8) nous obtenons le S. H. P. homogéne :
H“"'l S un-—l 1

. 1 n n+1
T SA(u"" + u® + u**1)
B2 [un+l 2 o 1 o i
B —ZZ‘W‘]
<<
T
7

u'ﬂ-+1__uﬂ'—1 _ _:!'-A 1 —i u”+1 + uﬂ
3 8r

27T
+ (14 =) w| + 2 AN
gr) " 6 A,
i<

c’est-a-dire, en posant r =
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16.6|

6.7]

16.8]

16.9|

16.10|



o

De fagon analogue, on obtient le S. H. P. & deux niveaux basé sur les approxi-
mations (6.3) et (6.6) :

n+l __ 0 ] i+l h? n+1 7 h2
" —= e il i +2" _EA“ 8 zA,A,uﬂ 16.11|

On peut écrire le schéma (6.11) sous la forme :

n+l __ 0 h?
H__TR_ = aAurt + (1 — a) Au™ + = Z A ju®,
i<j
h? 1 T

Les schémas (6.9), (6.10), (6.11) et (6.12) sont absolument stables et ont I’ordre
d’approximation 0 (7% + 0 (#%).

Schémas factorisés de haute précision pour les équations de la
chaleur

Les ouvrages de Douglas, Gunn [62], A. A. Samarsky [63], V. B. Andreiev
et A. A. Samarsky [64] étudient des S. H. P. pour des équations paraboliques
du type (6.1) et (6.2).

Les auteurs construisent des S. H. P. facilement réalisables avec un opé€rateur au
niveau supérieur factorisé (désintégré). Ces schémas se construisent a partir du
S. H. P. homogeéne & m échelons (m = 2) :

un

— = R |6.13|

ol f™ est le résultat d’applications d’opérateurs aux d]ﬂércnces spatiaux aux fonc-
tions u®, u®1, ..

La méthode de constructlon de schémas factorisés, proposée par Douglas et Gunn [62],
a la forme suivante :

1
Soit A=2XA l6.14|

i=1
la décomposition de A en une somme d’opérateurs Ap =l 2.0
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On construit alors le schéma du type & corrections stabilisatrices :
3 =
Hﬂ +§; "

1
..—_.Al (uﬂ+ﬁ—un) +Aﬂ'ﬂ 'Jr'fn

iV

T

2
= A, (u"+ﬁ — ,,-n) |6.15]

n P e —
= Am (un+1 . “-n)

T

Le schéma en pas entiers a la forme :

n+l___ 1 w+l__ n
u o AumH LD (""_____”_.) 16.16|
T T
D=—123 AA;+7° = AAJAR+... +(—1mTmA, ... Anl6.17]
i< i<i<k

Etudions les schémas factorisés correspondant a 1’équation (6.1) (m = 2) et aux
schémas (6.9) et (6.10).
Dans le cas (6.9), posons :

2 1 A2 i
Am=-A—-—F

3 6 72

2 1 4%

2
A2=§ 2 4

T
Pour = Cte, les schémas (6.15) et (6.18) ont "ordre 0 (72 + /%) et sont absolument

stables.
Pour le schéma (6.10), posons :
2 1 1y 2
—_— - e e == —_— - | — . 9
A 3(1 sr)A, Aq (1 Sr)3Ai, i=12 (6.9
Pc,q.u-hi2 — Cte, le schéma (6.15), (6.19) a la précision 0 (z® + A%) et est absolument
stable.

L’ouvrage de A. A. Samarsky [63] propose une autre méthode de construction
d’opérateur factorisé.

Le schéma (6.13) peut &tre remplacé par le schéma :

n+l __ ,n
:Auﬂ+1+fﬂ+d)(u Tu)

un-i—l —_—yhn

I

1
= Ayt 4 f1 4 = O (unl—yuyn)  |6.20
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ol I'opérateur indéterminé pour le moment @ est choisi de maniére i ce que I’opéra-
teur au niveau supérieur du schéma (6.20) soit factorisé. Si la factorisation s’effectue
en correspondance avec la décomposition (6.14), alors :

m
E—71tA—-—O0=1]1 (E—7A) 16.21]
i=1
d’ol
m
O=E—7A— Il E—71A)=—172 2 A Ay
i=1 i<j
+ 7 2 AAJAR A+ ...+ (— m=lgm A, . An 622
I<i<k

Comparant les expressions (6.17) et (6.22), on constate que, €tant tous deux issus de
(6.13) et utilisant la méme décomposition (6.14), les schémas (6.15) et (6.20) sont
équivalents. Dans 1’ouvrage [63] comme exemple de schéma issu de (6.13), fut pris
le S. H.P. & deux niveaux (6.12).

Alors le schéma factorisé a la forme :

M (E—azrA)urt = Qun 16.23]
dans lequel : =
Q=E+r[(1——a}A—|—%EZA5Aj]~—fD,
i<j
(D=—a21:22A.;A5+a31‘3 b3 AgA.jA,{r;*f-
i<ij i<i<k

+ (— 1)m gm gm A1 | = |6-24J

Dans le cas particulier m = 2, le schéma de A. A. Samarsky prend la forme parti-
culiérement simple :

E—atADYE—atA,)unrt

=E+(0—a)T][E+ (N —a)TA]ur 6.25]

On construit de fagon analogue le S. H. P. pour I’équation (6.2) dans lequel on
posera pour simplifier a;; = a,, = 1 (c¢f. [63]).
D’ol le schéma homogéne :

untl__ ,n-1 _ IM_A% (“ﬂ+1 i Hn—l)

2 2

he yntl __ 2 n_ n—1
+2-’~312A12”n_*—u : :

2
+ %bAlAau’“ 6.26|

12 i
A A ALA, +AA
avec : Ay = %hz—is pg——— 22}:2 2 pour ay; > 0,
A, + A A
Ay = A 22:2 L=~ pour 4,5, < 0
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6.3

Le schéma factorisé a la forme :
nt+l__ un n___ pn—1
AIAQH—T—EL =(1—2a)u—;— +alA @+ ur?)
tdaayAou®+2(1—a)TbAAyur  [6.28

1

hﬂ
1+G

avec : As=E—atlAy a=

Résolution du probléme de Dirichlet & I’aide du S. H. P.

Les schémas étudiés dans les paragraphes précédents étaient des schémas d’inté-
gration des équations (6.1) et (6.2) a4 haute précision et possédant la consistance
totale et ’absolue stabilité. Par conséquent, ils sont pleinement applicables en tant
que schémas itératifs a haute précision.

Pour les schémas itératifs, la précision d’intégration par rapport au temps de relaxa-
tion t est secondaire, alors que la précision d’approximation par rapport aux variables
d’espace est essentielle. Par conséquent, dans le cas des schémas itératifs, il est possible
d’utiliser des schémas a faible précision par rapport au temps, en exigeant seulement
qu’ils satisfassent la condition de consistance totale et soient suffisamment précis
par rapport aux variables d’espace.

Limitons-nous, pour simplifier, au cas m = 2.

_ Pu Pu
Pour 1’équation de Laplace : Lu = o33 + a2 =0 6.29
2
le S. H. P. homogéne a la forme : Qu = (A + 3 Ay AE) u=>0 6.30

Suivant I’ouvrage de A. A. Samarsky et V. B. Andreiev [64], nous allons nous basei
sur le schéma homogéne absolument stable du premier ordre de précision par rappor

a t suivant :
Hﬂ-+1 e un ha
—t-" == .A.H’H-l + E A:LAE. um |6.3I

Le schéma (6.31) est identique a celui-ci :

n+l ___ o n n+l_ m hz uu-l—l___ n
W= A+ A A A=A T Qun 632
T T 6 T
uﬂ-i-l_u‘n

ou | (E—7A) g Qun 6.33
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Factorisant 1'opérateur E — 7/, nous obtenons le S. H. P. factorisé :

n+1l ___ uh

(E — 7A,) (E — tAy) RT — Qun 16.34)

possédant la consistance totale et la forte stabilité.

Des schémas itératifs 4 haute précision simples ont été obtenus par V. A. Enalsky [67],
basés sur les schémas de désintégration et a directions alternées.

Etudions le schéma de désintégration :

1
- Al (l’ll uﬂ+é + ﬁl un)
16.35]

i 1
il o A2 ((}C2 un+1 —t‘ ‘52 un+2)

avec les paramétres indéterminés g, fi, i = 1,2
Le schéma en pas entiers a la forme :

(E — a;7A)) (E — aptAy) u*™ = (E + B17AY) (E + PotAy) un |6.36|

Choisissons ¢; et ; de fagon & satisfaire la condition de consistance totale. Mettons
(6.36) sous la forme :

e —un = Q, unt + Quun
T
6.37
Q) = ayAy + oAy — 00,TA A, | |
Qy = fi\y + Bolds + BifetA A,
La condition de consistance forte s’écrit :
B2

Sous I’hypothése d’un changement de norme du parameétre 7, on peut poser k = 1,
et alors la condition (6.38) donne :

o +Ph=a+p=1
I 16.39)]

En combinant les équations (6.39), on trouve :

(11 + (12 - ] —B |6-401
Si I’on impose en plus la condition :
; 1—0
@ =0 =0y =—5— 6.41|

on obtient le schéma de A. A. Samarsky (6.25).
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Dans ’ouvrage [68], V. A. Enalsky a proposé d’effectuer dans les schémas a pas
fractionnaires une décomposition des opérateurs A;, Ay, A, A, Nous obtenons
alors le schéma suivant :

1

ﬂ-+§ . n !
u—_E-—-u— =Ay g 4 al, u + A, u -+ yTA A, u
1 l6.42|
Pk n+1 s n+i nts
= =AM 0 dalu T+ BA T2 4 pTA A 0 T2

avec les coefficients indéterminés a, f3, y.
Le schéma en pas entiers a la forme :

Ayt = By» ki
A=E—TA)E—TA) J |6.43]
B = (E + atA, + BtA,; + y12A\,) (E + B7A, + ath, + y12AA,)

Choisissons les coefficients a, §, ¥ de maniére & ce que ’opérateur B-A soit divisible
par ’opérateur :

2
Q:AIJFAZJr'%A]LAJ,z

La condition de divisibilité implique les conditions suivantes pour a, f, Yo

2y +(@—pP—1 »® . 1
| —a:y(a_’_ﬁ)Laﬁa—msﬁﬁ—T—g; |6.44|
Sia=0, =140, y=20af |6.45]

alors les conditions (6.44) sont vérifiées et 1’on obtient le schéma proposé par
V. A. Enalsky [68].
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A

Eguations intégro-differentielles,
iIntegrales et algebriques

Equation de la cinétique

Pour I'équation de la cinétique (vitesse constante, diffusion isotrope) :

m—1

¢ 0
T 52 zukaxﬁ:-f—a'tp — ftp(x ut)ydu + S(x,u,t) 7.1

k=1

Iouvrage de G. I. Martchouk et de I'auteur [69] indique le schéma (désintégration
incompléte) :

Y5 gn il _
¥=A1(0¢+2+ﬁ(pn)+s i7-23|
1
n+1 . "’+§ . 1
= = A, (a gt +ﬁ<p’+ﬂ) 7.2 b|
0
ou Ay, Ay S approchent respectivement — o E + [ du — Z k5
" Xk
et S,eton a=0 f=0et a+f=1.
Le schéma (7.2) se réalise de la fagon suivante :
Sommant (7.2 @) par rapport a ug, on obtient :
n '!"z . 1 o _
qp—#—" %= G, ("“}’ +’ + ﬁf.‘f"u) + So i7.3|

T
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ou :qsn:-—Zc:;Au, E‘]:ZE&:J, O¢ = 0 — O 7.3
la somme de (7.3') étant prise par rapport aux indices du maillage.

1
De I’équation (7.3) on peut tirer q':; "2 de fagon explicite :

l_ﬁTUc nl Sn
“1+ato, " " 1+arto,

1D | b

nT

¥
Aprés quoi on intégre 1’équation (7.2 @), que l'on peut recopier sous la forme :

Bl =

"

gt 1 1 _
T‘_%" s (Ct ¢_1L+2 -+ ﬁ,pn) == 4% (EI 99:;"'2 + ﬁ Q;;) 4+ S |7.2 Cl

Pour simplifier la résolution du second pas fractionnaire, on applique le schéma de
désintégration totale :

m — " 1 _
L————?—:Az(_a(p+m+ﬁ¢“)+5 7.4 a|
i+1 i

‘p-n+?_qu+;1 il .
= =A2i(a(p 1 _':'_ﬁ(r "’*).I"Zl,...,!n—li;’.‘;bl

m-—1
ou A, = X Ay et ot Ay est I'approximation des opérateurs unidimensionnels
E} i=1
It Fy i=1, ..., m—1; (m—1) est la dimension de I’espace.
X

Limitons-nous a I’analyse des conditions aux limites.
On pose pour I’équation (7.1) le probléme aux limites mixte :

¢ (x,u,0) = @y (x,u), (x,u)eC |7.5]
¢ (x,u,t) =0

=1 el’ 7.6
" up e < 0, st ) 7.6
k=1

dans le domaine cylindrique I] = G x H de base G, de frontiére latérale /' = y x H,
y = G— G, de normale n = { iy }.

Si I] est un parallélipipéde, alors la réalisation des conditions aux limites dans le
schéma a désintégration totale est évidente : & chaque i¢™¢ pas fractionnaire de (7.4 b)

on applique le schéma a pas courant le long de x; dans la direction de la limite
m—1

éclairée ( 2 oupngp <0
ol

Dans le cas d’'un domaine quelconque, /7 est considéré comme inclus dans un paral-

lélipipéde I7 et on prolonge la définition de ¢ dans le domaine I7T — [1,,
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Dans le cas 4 deux dimensions, le prolongement de ¢ s’effectue de la maniére suivante
(cf. ﬁg 7.1). Pour I’ execuuon du premier pas fractionnaire (i = 1) de (7.4 b) on pose

¢" ‘5 = 0 sur AB, {pn+3 = 0 dans le domaine FBK et KAE.

FIGURE 7 1 Prolongement de ¢ dans I7-fl , dans te cas & deux dimensions.

2
Le deuxiéme pas fractionnaire (i = 2) s'effectue avec ¢" "3 comme données initiales
obtenues au premier pas fractionnaire et avec les conditions aux limites @ = g? ™!
sur AD.

Une étude plus approfondie de la convergence des schémas aux différences est effec-
tuée dans les ouvrages [70, 71].

Remarquons qu’une application analogue de la sommation de ¢ pour I’obtention
de I'équation aux différences, conservant au premier échelon seulement ¢, est
donnée par V. Ja. Goldin [98].

Equations algébriques

L’ouvrage de A. A. Samarsky [50] propose un algorithme de résolution des systémes
d’équations différentielles :

¢ uy

e -+ ﬂgjuj=ﬁ(f) Li=1,..., m ':77|

i=1
Le schéma explicite d’intégration de (7.7) est de premier ordre de précision et néces-
site 0 (%) opérations.
Le schéma implicite habituel :
Hn-H —un yrtl 4 un

T —}—A———i—:f'n_i_l,u:{ui},f:{ﬁ},A:{ﬂij} |78|
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est du second ordre de précision et nécessite 0 (n®) opérations. Dans [50], on propose
un schéma analogue au schéma des directions alternées :
u+% i
u 22—y

1 1
n+z et
T/2

7.9|

M’n"—l = HIH—E

T/2

1 1
n+s , n+s
":LAIH =+A2un+1'—_f 2

ou A = A; + A,, A, = (aj;) matrice triangulaire inférieure (aig =0 si j>1i)
A, = (ajf) matrice triangulaire supérieure (a;; = 0sij < i) \7.10|
et a; + af = ay.
Si les matrices triangulaires A,;, A, sont définies positives, c¢’est-a-dire si
(Agu,u) = C |ju|}, C>0, a =12 |7.11|

alors le schéma (7.9) est stable.
Le schéma (7.9) peut étre étudié de facon identique 4 un schéma itératif.
Pour le coefficient ¢ d’amortissement de la progression de I’erreur, 1’estimation
1—o 2CT
7.12]

y J = ——ee
1 +o 1 + d? 2

suivante est vérifiée (¢f. [50]) : o <o =

avec d = max (||A,|l, [|Az]].

Il est facile de voir que I’on peut appliquer un schéma analogue au schéma de désin-
tégration.
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8.1

Quelgues problemes
d’hydrodynamique

La méthode & pas fractionnaires peut étre appliquée avec succeés aux problémes
d’hydrodynamique pour la construction de schémas économiques d’intégration et
de schémas itératifs.

Contournement équipotentiel

Etudions 1’écoulement équipotentiel plan d’un liquide incompressible autour d’un
contour ¥ ayant I’axe de symétrie x, = 0 (¢f. fig. 8.1) :

X2 A

FIGURE 8.1 Maillage orthogonal des équidistantes et des normales.

Nous considérons que 1’écoulement a I’infini est homogeéne et que le vecteur vitesse
- , i )
u ={ uy, u, } 2 Dinfini est porté par 'axe x,, c’est-a-dire :

quand x2 + xZ—> O, On a : 4y —> Uyp €t Up—> 0 8.1}
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Pour la fonction courant ¥ nous obtenons le probléme aux limites :

2y )
i il S 8.2
AP =20 T o @)
Y(x,0 =0, —o<x<a bSy< +®© 8.3 a|
Y (X, Xp) = 0 pour (xq, X3) €Y 8.3 b|
oy oy 5, 8
e Uy Frol 0 pour x% + x%— o0 8.3 c|

On peut résoudre le probléme (8.2), (8.3) en coordonnées cartésiennes, mais dans
ce cas le maillage au voisinage de la frontiére sera non uniforme, ce qui diminue la
précision du calcul.

Introduisons le systéme de coordonnées orthogonales y,, y, ot y, est la longueur
de I’arc du contour y et y, la distance jusqu’a y comptée sur la normale. y;, y, sont
liés & x;, x, par les relations :

X1 = X1 (y1) — ye sin [a ()]
Xy = Xy (¥1) — yp cos [a (y1)]
dx? + dx3 = (1 — yk)? dy? + dy3

est la donnée paramétrique du contour y et a est I’angle de la

Xy = X3 (¥1)

tangente a y avec Ox;, donné en fonction de y,.

ici ‘ X1 = X (yl}

dx da
On a cosa = —: et k (y;) = — est la courbure de contour,

dy, dy,
L’équation (8.2) se met sous la forme :
¢ (H, c':‘:p) ¢ (Hl @1,0)
— |l= - =)+t = =] =0 8.4
¥ (H 1 O Oy, \Hy 0y, e
ou Hy =1 —ky): H,=1 18.5]

Le domaine d’intégration est la bande de longueur infinie :
Osysl 0spy<w 8.6

oll / est le demi-périmetre de .
Les conditions aux limites se formulent dans le plan y;, y, de la fagon suivante :

vw(0,7) =0, p(y) =0 8.7 a|
YL,0 =0 0<y </ 8.7 b
Y (1, ) = — UyXs = Uge{ X(¥y) + acos [a (y)]} 8.7 c|
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Pour a — 00, nous obtenons la représentation exacte des conditions aux limites
si nous remplacons la condition (8.7 ¢) par la condition (8.3 ¢), exprimant (8.3 ¢)
avec les coordonnées y;, y,.

Le probléme de Dirichlet (8.4), (8.7) dans le rectangle 0 <y </, 0 < 3y, < @ se
résout de la mani¢re connue (¢f. ch. 4).

Remarquons que pour accélérer la convergence il faut changer 1’échelle de I’axe y,
en introduisant une nouvelle variable Y, = f(yy).

De plus, pour ’accélération de la convergence, il est commode d’introduire un
multiplicateur de relaxation F (3, ¥s, t) de maniére & résoudre le probléme de Dirichlet
pour 1’équation non-stationnaire :

Ea'

w_ [ @ (Hyéw\ @ [(Hydyp 8.8
af (y].? _]".2, r) [ayl (H]_ 3}’1) + a}’z H2 ayﬂ | |

Un algorithme semblable fut réalisé sous forme de programme tenant compte égale-
ment de la possibilité d’avoir une symétrie axiale.

2.2 Ecoulement équipotentiel d’un liquide incompressible pesant
avec une frontiére libre (probléme du déversoir)

Examinons I'amassement du flot homogéne a I'infini sur une inégalit¢ du fond
(cf. fig. 8.2).

X2 A

U Y

FIGURE 8.2. Amassement du tlot sur une ineégalité du tond.
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Nous allons considérer que la courbe du fond est donnée par I’éguation :
Xy = [ (x1) 18.9]
ou f(x;) satisfait aux conditions :
f(— ) =0, f(+ ®©)=nh, 18.10]

Comme précédemment, le mouvement du liquide est soumis a I’équation (8.2).
Dans le plan x4, x5, les conditions aux limites ont la forme :

¢
"1#_5% =U_g, Ug =0 pour 0< x, < H_, et x; =—o0 |8.1]a]
¢
u1=—-ai=um, uy, =0 pour h, < x, < Hy et x; = + 00,
X3
p =0, (x;, x3) €Yy 8.11 b|
1 cy\ 2 (31,0 .
T'U — Cte = Cz, (x], xz) . yl |8..!'1 dl

Ici H_, est une grandeur donnée, p, est la pression sur la frontiére supérieure (libre).
La condition (8.11 &) indique que la surface libre dans 1’écoulement stationnaire est,
ainsi que le fond, une ligne de courant (y constant) et la condition (8.11 ¢) traduit
la loi de Bernoulli.

La surface libre est indéterminée, et doit étre choisie de maniére a ce que les condi-
tions (8.11 ¢) et (8.11 d) soient compatibles.

Les constantes ¢, et ¢, se déterminent a l’aide des conditions suivantes :

Ca =lt_z H 8.12]
1
&y = Eu?,m + po + 8H _o 18.13|

Enfin, la hauteur limite H et la vitesse u,, se déterminent a 1’aide de la loi de conser-
vation de la masse et de I'impulsion (loi de Bernoulli) :

U o H o =ty (Hy—hy) 18.14]

Cl—pu = = ?I'W "‘ gHw I8.151

Pour la résolution des problémes compliqués non linéaires (8.2), (8.3), nous passons
aux nouvelles variables indépendantes x; et ¥, prenant x, comme fonction inconnue.
A la place de 1’équation (8.2), nous obtenons une équation elliptique quasi lin€aire.
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Dans la suite nous poserons pour simplifier x = x;, z = x,. Alors I’équation en z

a la forme :
ETY =%
2z ¢ Ox 0
o | = |- 8.16]
.y
ou encore :
. 0%z 2z L 0%z
Ezqzwgﬁ—Zzﬂzu,m+(l+Z£)—aaé=0 18.17|

Avec les variables x et v, le domaine d’intégration devient rectangulaire.
Les conditions aux limites (8.11) deviennent (cf. fig. 8.3) :

Y

u—'ﬂ.'l

z=§~+hm,0£w£ca,x=+c |8.718 b|
v 2]

[8.18 c|

z:f(-x)s _c"‘t-{:x“‘{-_cr IP

0
Z+z—c+pdz2 +1=0, —c<x<c, p=c, [818d]|

~
-
=
k]
. }
]
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~
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FIGURE 8.3. Domaine d'intégration dans le plan x, ¥

Pour ¢ — o0, nous obtenons une réalisation exacte du probléme. Sur les droites
Iy, I, I'y sont données les significations de z (conditions 8.18 g, b, ¢), sur la droite I';
est donnée la condition non linéaire (8.18 4).
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Pour la réalisation du probléme non linéaire obtenu, le processus d’it€ration est
compliqué. Pour cela, comme d’habitude, I’équation (8.17) est mise en correspon-
dance avec I'équation non stationnaire :

0z
_ 8.19
ot e | |

qui s’intégre a4 1’aide d’un schéma a pas fractionnaires quelconque.

Dans le schéma itératif correspondant les coefficients de I’opérateur £ sont pris
a I’itération précédente. Par exemple, le schéma itératif de désintégration a la forme :

1

n+ L3

2 —z AA 1 Ay +A_; A+ AL
—— ={zl) lfzg FT— (g2 12h1 1 22!:2 b
1
i . )n-}-% A +A A +A, zn+%
T oy 2h 2 hy
e\ 2 5
+ (1 + 22"z 2h2 =¥ 18.20|
2
On linéarise la condition aux limites (8.18 d) de fagon analogue :
(zok 2311 + [(8z—c; + P z,Je 22+ +1=0 18.21]

ou k est I'indice d’itération sur la frontiére.

Désignons par wy, ,, w,, wg les droites du maillage proches de la frontiére Iy, I,
Lo Ls,

Soit sur I'; la donnée, considérée comme itération »¢, de z.

Alors nous obtenons pour z un probléme aux limites du premier ordre et, avec les
conditions aux limites données, on effectue un ou plusieurs cycles d’itérations avec
le schéma (8.20). Aprés quoi les conditions aux limites sur I} se recalculent a 1’aide
d’un cycle d’itérations du schéma :

_ A, + A —gn
Ia_ % T i g iy b ) R )

= (Z2)k —2'7'—1-—— » g

+118.22|

ou z” (w,) est pris sur w, a la derniére itération de la résolution du probléme de
Dirichlet.

Alternant ainsi les cycles d’itérations, nous obtenons un processus itératif convergent.
La description de I’algorithme a été proposée et réalisée sous forme de programme
par S. N. Antontsev, O. F. Vassiliev, B. G. Kouznetsov et ’auteur (cf. [73]).

140



3.3 Ecoulement d’un liquide visqueux

Dans le cas a deux dimensions, I’écoulement d’un liquide visqueux et incompres-

sible est décrit par les équations :

0| = +uy— +ug—| +— = plu
-t €X; CXy 0xq
[Ty Cuy Clg cP

0 |—— + uy— + up=—) + — = plu,
¢t 0x, Cxy] Oy

€ Xy

ou u est le coefficient de viscosité.
Pour un liquide incompressible, nous avons :

do ¢ c ¢
SR ,Q + iy = Q -+ iy ‘,._—g =0

et I’équation (8.23 ¢) prend la forme

Oy | Gy _ 0
y 2 kil
Cx] ?12

co co cp iy iy
+ Uy il @ (7\? ' =0
il |

8.23 a

|8.23 b|

8.23 c|

18.24|

18.25|

Dans ce paragraphe nous nous limiterons au cas particulier d’un liquide incompres-

sible et d’un écoulement stationnaire,
Ce cas est décrit par les équations :

cuy cu;, 1 @P
i < +- o —— + = s V&Hl
0x, xy 00X,
Cuy Ou, 1¢P
C-"xl Xy o f::/'f2
duy | Ouy
o T =
€X, X

ou v = i est le coefficient cinématique de viscosite.
e

18.26|

Posons les conditions aux limites correspondant a [’écoulement symétrique

(cf. fig. 8.4 et 8.5, page suivante).
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FIGURE 8.4. Maillage adapté au contour,
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FIGURE 8.5, Maillage non adapté au contour

Pour la construction d'un processus de relaxation, posons en correspondance a
I’équation (8.18) un certain systéme non-stationnaire.

Un modéle de relaxation naturel est le modéle du liquide faiblement compressible.
Dans ce cas nous allons nous baser sur le systéme (8.23). Conservant les équations
(8.23 a), (8.23 b), posons :

P = a%gk, a et k étant des constantes. |8.27|
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et recopions I’équation (8.23 ¢) sous la forme :

cP ¢ P cP Cuy  Ouy 1
P g T o R e )
(a: T T sz) il (8x1 + axg) % Bz B

Considérant k suffisamment grand, nous obtenons une €quation avec un petit para-
meétre &.

Dans ce cas, le sysi¢tme non-stationnaire a la forme :

Ouy ouy,  du; 1 0P

— + U — + Uy— + — — = vAu

ct ' ox, 20xy 0 0x 3

ou Cu ou 10P

= + Uy 5= + Uy — + - — = vAu, 8.29]
ot éx, tx, 0 6x,

OP ¢cP 0P du;  Ouy
E(r.+“1?_+ugr'- + P |— -+ - =

ot 0xy 0xy

Dans la suite, nous poserons o = 1.

Aux équations (8.29) on peut appliquer le schéma de désintégration en coordonnées
X;, Xp approchant le systéme :

10 0 0P Pu,
el Uy et + — =y ,_f;
2 ot O0x, 0Ox, ox}
1 Ou, Ou, c%u,
b ks Ol 8.30
20 ! 0x, Y Ox3 520}
1 oP ¢ P Ouy
T Weidial s s P e
2£8r+sulax,+ ox, 0
. 1
au premier demi-pas r € [m:, (n + E) r]; et approchant le systéme :
10 7, o2 7
i N T
2 Ot 0x, ox3
. L 2
1 ou, ouy OP 2uy 18.31]

*2‘—3‘;' Hggx—g-l-g;=va—x%
1 &P dP du,

Pt —- ——— P—:
25 T P T B,

1
au second demi-pas 7€ [(n -+ -2-) 7, (n+1) 1:].

143



On peut utiliser un autre systéme d’évolution. Il a la forme :

duy Oy u; COP

o — 4 Uy — + — = YAu
Z T Ox, 2 0xy Oxy !
0 o du P
$+H1i2*+"2—3+ 7— = VAu,
ot 0xy 0xy  Oxg

3(] 3“1 5;{2 _

ot 0x; Ox,

+ u3
avecq=q12qzetq¢=f’+3}, =12

Il lui correspond le systéme de désintégration :

2 ot axl x%
1 Ou, Ouiy u,
ia_f -+ iy a—l =V a_x‘f
1dq, Ou
et S Wt SO
2% | ox ]
1 0uy Oty Puy 7
2 o Vo2
1 Quy  Oqy y 0®u,
23t  0xy,  0x3
1 0qy  Ou,
s — =
2 ot i 0xy _

Ecrivons le schéma de désintégration correspondant :

1
[ i
u 2—u A ! A, A 1
1 1 1 n+- n 1 -1 n+
+—(a 2 4 )=v : (au
T hy 9, 5'?1 h%
P Al 3
2 2 b nt+s | - n+ )
= +(¢:1;:1\v1 + Bu A)El(auz ﬁ+ﬁu2)
A1A 1( 1¢+-! u)
=iy = au, 'ﬂ‘-—kﬁu2
T+ n
g =—q A ( 1 )
1 1 -1 T+ T
au 2 n)]=0
T o hy 1 +ﬁ 1
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e

i
e = et
avec A=A_, (a u +pu 2-) =0

et
uﬂ+1 u‘l?.-l'% i A
y il n+1 nt+y _( n+1 ,,,H__)
= -{-(au +622)h2au +fu 2
Az A—z( n+1 n+]
=V R u' 4+ Bu 3) 18.37|
1
n+1 n+5
i —u 2 A( _ 1) A A ( )
2 2 2 n+1 -t 2 =9 741 -+
= +‘—2 cq, +ﬁq2 2 12 “, +5u2 2
7+1 -n+1
q _q. 2 A ( | -)
2 2 —2 741 n+3
- +‘7£— au +'ﬁ3% 21 =0

1
1 g2
avec A=A_,, (a u:+ +Bu"2) =0

1

n+1 L

= 2
A A‘+2’ (um2 +ﬁu2

az=0, 20, a+ f=1.

A peut étre également une différence centrale.

Il est facile de voir que les schémas implicites (8.36), (8.37) reviennent 4 une récur-
rence tridiagonale le long des lignes du maillage (cf. fig. 8.4 et 8.5). Le maillage peut
étre adapté au contour (les lignes du maillage se croisent sur le contour) (cf. fig. 8.4)
ou non adapté (cf. fig. 8.5). Dans le dernier cas, on effectue une interpolation complé-
mentaire. Dans le calcul pratique, Ia condition pour x; = T ¢ se pose pour e
avec ¢ suffisamment grand. Un tel algorithme de calcul a été étudié par V. G.
Kouznetsov et I’auteur [74] et réalisé sous forme de programme par N. A. Vladimirov.

Méthode de 1’écoulement dans les canaux

La résolution de nombreux problémes d’hydrodynamique conduit & un maillage
curviligne. La méthode de I'écoulement dans les canaux consiste a transformer
simultanément les coordonnées et les composantes de la vitesse de fagon a ce que
chaque composante caractérise la vitesse d’écoulement dans le canal de coordonnées

correspondant (c¢f. fig. 8.6, page suivante).
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FIGURE 8 6 Transformation des coordonnées el des composanies de la

vilesse

Dans ce but, il faut utiliser une écriture tensorielle des équations de I’hydrodynamique.

Soit out " W u‘i) ¢P 0 i
0] : O s 1 H - . —_— |
=\t ox* Coxt

i + St{“ ‘e + 0 L -
ct ox¢ ox® 18.38|

¢S Z F ¢S
L a - —_— —_— P
; +- " p 0, P (0,S)

a -

un systéme d’équations de la dynamique des gaz en coordonnées cartésiennes ortho-
gonales. Nous considérons #! comme une composante contravariante du vecteur

, - @P : :
vitesse u et o comme le gradient contravariant de P.
Soient les fonctions : gt = ¢' (x}, x%, .., x"™, 1), i=1....m. 18.39|

qui donnent le passage des coordonnées x* aux coordonnées curvilignes g’ au temps
t donné. Introduisant, comme d’habitude, les matrices de passage :

g’ g = |
G'.i = Tq‘.i A} = — L GL A;‘ -= 0§ 18.40|
cx’ aq’ a

nous obtenons la loi de passage suivante :

U =X du* |8.41|
a
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ou Ut sont les composantes du vecteur vitesse correspondantes aux coordonnées gi.
Il en résulte :

Ut cu®  oal . ou®
—_— = at — 4+ 2 u*) =ZEat —
5 ét

ct ¢ ot ¢ a . Of
ca} . . out
+I PABUs =gt — + b U° 18.42|
a'ﬁ af a G‘.’ a
8ot
avec bl = X e AP
B ot
Ut ;
Par conséquent, les grandeurs : Pl Z biU° 8.43]

se transforment comme les composantes d’un vecteur contravariant, et aprés passage
aux coordonnées ¢¢ d’apreés la formule (8.39) et aux composantes U? d’aprés les
formules (8.42), 1’équation (8.38) prend la forme :

cU1 cU! . CP
LS UC | 42—
’ (ﬁf a 9{1“) T A
do do du® e
L ' 2 Uu ,‘- = 2 = lp
oY bt U S o
oS ¢S
X0 =0, Lhia=1..,.
% T2V 35 i, m
avec : Di=—p [Eb{f U -!—QFTBUF’FE,ﬁ U“’]

. . aAY .
![fzrgtx}:ﬁ]‘gﬁuﬁ et [ _—_E;az? 3q;‘: Lt By = Ly s it |8.45|

Dans le cas particulier m = 2, examinons le systéme de désintégration :

%93;1+9U‘§%+g“2—;=%‘1’1 |8.46 a |
*12'9"86%'24-9(]1%?%“5'212—;:%@2 18.46 b |
%%an% 9‘1—;’?-:;_&*1 846 c|

%if + Ulj—; = |8.46 d |
%Q%‘f %Quzi_g: gw%’;—%@l 18.47 |
%Q%{f WUE%E:H%%‘;:%@ 8.47 b
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1 co €o cU? 1 :
LI L -y 8.47 ¢
o TV a0 T3 BATE)
1 68 és
i U — =0 847 d
2o T g | |

On approche le systéme (8.46) par un certain schéma aux différences dans I’intervalle
1 1
re [n T, (n ~ E) r] et le systéme (8.47) — dans I'intervalle [(n +- i) T, (n + 1) r] :

Chacun des systémes (8.46) et (8.47) a la structure de systéme unidimensionnel. Plus
précisement, dans le systéme (8.46) les équations (8.46 a, c, d) sont analogues aux
équations unidimensionnelles de la dynamique des gaz et peuvent étre résolues a
I"aide d’un schéma implicite basé sur une récurrence vectorielle. Aprés quoi, I’équa-
tion (8.46 b) se résout par la méthode du calcul courant sur U2 On applique une
procédure analogue au systéme (8.47).

La méthode de calcul indiquée est commode dans le cas ou dans le sysétme mobile
de coordonnées la frontiére de contact est une ligne de coordonnées . Alors la récur-
rence sur le canal traversant la frontiére est possible puisque les composantes trans-
versales contravariantes de la vitesse sont continues a la traversée de la frontiére
(cf. fig. 8.7).

Ceci découle du fait que la discontinuité du vecteur vitesse UT — U~ sur la frontiére
de contact est paralléle a cette frontiére.

1 = Const,

FIGURE 8.7. U' est continue dans [e piassage a travers la frontiére de
contact et U2 ¢st discontinue,

1. Des maillages mobiles de ce type, incluant la frontiére de contact comme ligne de coor-
données, ont été appliqués par S. K. Gopounov.
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2.5 Meéthode prédicteur-correcteur (méthode des correcteurs)

L.a méthode prédicteur-correcteur peut €tre considérée comme une des multiples
formes de la méthode a pas fractionnaires, bien qu’elle ait €t¢ appliquée antérieu-
rement et indépendamment a des problémes divers.

Nous nous sommes persuadés plus haut que le prédicteur-correcteur peut &tre appliqué
pour la construction de schémas & corrections d’approximation (cf. ch. 2). Dans le
cas des équations non-linéaires, il peut étre utilisé pour la reconstruction de schémas
conservatifs (¢f. ch. 1). Si I'utilisation du prédicteur-correcteur pour les équations
différentielles ordinaires est connue depuis longtemps, son utilisation pour les équa-
tions non-linéaires a été proposeée récemment dans les travaux de Douglas [75],
S. K. Godounov, K. A. Semendaév [76], S. K. Godounov [34], 1. K. lachev et
I’auteur [35].

L’idée générale du prédicteur-correcteur en application aux équations de la dynamique
des gaz peut étre présentée sous la forme suivante. Soit :

$u dx — v (u) dr = [[ fdx dt 8.48
un systéme de lois de conservation, écrit sous la forme vectorielle :
w="{uptty ... um}, v="_{v...ovmb f={Sr,.  Sn}

Au systéme (8.48) correspond le systéme conservatif hyperbolique et quasi linéaire :
du  av(u)
ot ox

Choisissant un maillage rectangulaire, approchons la relation (8.49) par le schéma

aux différences (¢f. fig. 8.8) :

= f(u) |18.49|

puttl — yn v —
1 3 1+1 =1 *h
s 18.50
A
i
i
]
:u:‘”
T e e Rt ol : - - -
i
i
] 1 = -
OO I I R e ] Vier
1
1
1
1 s
‘ 1“
"f _____________ _____u.__.,______.__il__‘_‘ PP s i, i - - A i, S i
I
! "
I T T ;{Jr' o
" |
i :
I
| | :
i | |
1 I L T
Xio Xy X s+ %

FIGURE 8 8. Répartition des grandeurs ] vy, ui”
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Ici on a posé :
up = u(xy, ty), v =v(x %), uf* = u(x;,t**) 8.51|

Les grandeurs v¥*, u* peuvent étre calculées a 1'aide d’'un schéma quelconque.
Examinons d’abord le schéma homogéne qui apparait si I’on pose par exemple :

Vi =atl + BvF = av (@t + By ()

18.52]
u* =uf = e}t +Bu? a=0, B>=0, a+f=1 : |
Le schéma (8.50) prend alors la forme :
W DD v @) vy — vy
T 24 2 h
=ff) =f(auf*1 + Bud) 18.53]
Pour réaliser le schéma (8.44), il faut linéariser les formules (8.54), posant :
o yn
y ("'ﬂ‘i*‘]) S (H”) <+ (;v (un-f-l o Hﬂ)'
du ||
| afn 8.54
fW*) = f") + 5. (u* — u™)

Aprés quoi les formules (8.53) se résolvent par récurrence vectorielle.

Remarquons que ’adjonction de (8.54) rend le schéma (8.53) non conservatif. Pour
la conservation de cette propriété il est nécessaire de résoudre le schéma (8.53) de
fagon exacte et de considérer les relations (8.54) comme itératives :

k
a‘v k-1 k
B u —u
cu '

o 18.55]

3}' (k-—H k)

- u —u
ou

ou k est I’indice d’itération et ol I’on a posé 3 = {%

Par conséquent, apparait dans le schéma homogeéne la nécessité d’effectuer une
récurrence vectorielle avec des itérations non-linéaires. La méthode prédicteur-
correcteur €vite ces itérations. Pour le calcul de v* on peut utiliser un schéma implicite
absolument stable arbitraire, pas nécessairement conservatif et ne demandant pas
d’itérations non-linéaires.

Réécrivons le systéme (8.49) sous la forme :

du cu dv
—+A—=f A=|— 8.56
51-*. 0x / l ou | |
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alors comme schéma possible pour la détermination de «* et v* on peut prendre :

¥ g
e B ﬂ)‘“l—jf;‘u*:f(u")w(uﬂuu**uﬂ) 18.57|
N
avec B = Bui

réalisable 4 l’aide d’une récurrence vectorielle et ne nécessitant pas d’itérations
(cf. [34]).

Déterminant «* a partir de (8.57), on détermine v* avec v¥* = v (u*).

Appliquant le schéma (8.50), nous obtenons un schéma conservatif. Il sera absolu-

P ol 7 : -
ment stable pour t* > %ﬂ et il aura une précision du second ordre pour

1* = Iu 5 ‘rnfl-l_
2

A la place de (8.58) on peut appliquer un autre schéma implicite, par exemple, un
schéma majorant caractéristique (cf. [35]).

Equations de la météorologie

Les travaux de G. I. Martchouk [77] [78] [97] étudient un schéma implicite de
désintégration pour I'intégration des équations de la météorologie :

é;—?%—ul% ug*g;i*ﬁfﬂz—_"‘gg P,
gid—?-l-ul-g—i*j%-ﬂzg—;-:‘i""i:_g_z 8.58 b|
%-;-Lu,—g-};+m?£—klr%=q 858 |
o ot 7y = .
T=—kze%g 8.58 e

ou u; sont les composantes de la vitesse sur les axes x;, x,, 0; T est la température,
H est la hauteur de la surface isobare p = C?, g est la chaleur massique, / est le
paramétre de Coriolis, k; et k, sont des constantes.

Le systéme (8.58) n’est pas régulier, c’est-a-dire qu’il n’appartient pas au type des
systémes de Cauchy-Kovalevsky.

Introduisons les vecteurs-fonctions :

¢ H JH Tu
u={uy,uy, T}, fz{—— 2

? kl = Ol + q is'jgl
0

s ? [
d xy d xy
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et la matrice :

0 —1 0|
A= |1 0 0 | 18.60|
0 0 0

Les équations (8.58 a, b, ¢) s’écrivent alors :

¢ u C u cu
ok e o e A A 6
(’}_r + Uy 3x1 + ty ﬁxz i f lg Il

Pour une fonction f donnée, le sous-systéme (8.61) est un systeme fermé régulier de
type hyperbolique.
Il se résout par la méthode de désintégration :

Hﬂ-—l—é . 1
= +A 4" =0 18.62 a|
un+§ o n-f-él- +§
+ A u"7E =0 8.62b|
H'n*i-l _ ﬂ-+§ :
- e Kl gt 18.62 c|

ou les opérateurs A,, A,, approchent respectivement les opé€rateurs :
d 0
Uy w—s Uy —
Y ox, "% ox,

Pour fermer le systéme (8.62) il faut définir f**1. Dans ce but nous adjoindrons 2
I’équation (8.62 d) I'approximation aux différences des équations (8.58 d), (8.58 ¢) :

k=1
18.63|
Tr+l — __k29 &3 + A"B Hr+1
2 hy

hy =Ax, hy=Ax, hy=Ap.

L’équation (8.62 c) constitue avec les équations (8.63) (avec le calcul des conditions
aux limites) un systéme fermé par rapport 4 u®+1! et Fn+1

Eliminant #®*1 entre (8.62 c) et (8.63), on peut obtenir une €quation en H™*! qui se
résout itérativement.
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Formulation genérale

9.1

Dans les chapitres précédents nous avons étudié une série de problémes de physique
mathématique et leur résolution par des schémas aux différences basés sur la méthode
a pas fractionnaires. Dans ce chapitre nous allons essayer d’exposer un point de vue
plus général des méthodes de construction de schémas a pas fractionnaires et aussi
de donner un exposé de la méthode a pas fractionnaires pour une grande classe de
schémas.

Formulation générale de la méthode de désintégration
— Exposé dans le cas des opérateurs commutatifs
(méthode d’élimination)

Pour les systemes d’équations aux dérivées partielles la méthode de désintégration
(méthode a pas fractionnaires) a été formulée dans sa forme générale dans I’ouvrage
de I'auteur [79] comme une méthode de construction de schémas implicites écono-
miques. Dans 1’ouvrage [79] ne sont examinés que les schémas a deux niveaux.
Dans la conférence de G. I. Martchouk et de I’auteur [51] dans Conférence Natio-
nale de Mathématiques Appliquées (Moscou 1965) et dans le congrés IFIP (New
York 1965), cette méthode a été formulée pour les systémes d’équations intégro-
différentielles et pour les schémas a plusieurs niveaux & pas fractionnaires.
Etudions le systéme linéaire d’€quations intégro-différentielles par rapport i un
vecteur-fonction inconnu
U s [ o 19.1|
at

pour lequel est bien posé dans un certain espace de Banach le probléme de Cauchy :

u(x, 0) = uy(x) 19.2|
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Soit : Q z.i Q, 19.3]

=1
une représentation de I’opérateur intégro-différentiel () comme somme de p opéra-
teurs £, . ... .Qp, ceux-ci étant approchés par les opérateurs A,ﬂ de maniere a ce que

soient vérifiées les relations d’approximations suivantes® :
Aw 3 Au """’-Q1
Mgy + Ay + Ny ~ 0,

l914
Apog + Ay + o vnn + Ay ~ L
Le schéma de désintégration a la forme :
n- l ]
u Ty — I 1
T = A" + Ay v + Fy
2 1
u Ts A Te ,,.,.}, n+‘§
z =Apu +Agyut P +Ajyu P+ Fy 19.5]
p—1
Hﬂ'!-l—'h'ﬂ-l- p rL-{-l
- = .A.pﬂ un -+ API i P+, A.pp Hﬂ'+1 - Ffp
b
dans lequel F; = Agf, El As ~E 9.6
8=
Si Ay =0 pour r<s—1 19.7|

alors chacune des équations du schéma (9.5) est & deux niveaux.
11 est facile de formuler les conditions de convergence du schéma aux différences (9.5)
vers I’équation (9.1) si tous les opérateurs aux différences étudi€s A4y, A sont commu-
tatifs.
Etudions pour simplifier le cas des schémas homogenes & deux niveaux (f = 0,
F,=0, Aje =0, pour r<s—1) :

uﬂ.+§ _ u‘n+u k—1

—1 i
Y = Ape TP 4+ Ak W o pour k=1..p [9.8]

T

Construisons le schéma équivalent en pas entiers. (9.8) peut s’écrire sous la forme :

X 4
Apu"p =Bru"" ® 9.9
avec : A =E—7vAp; Be=E+1tAppy (k=1...p)

1. Remarquons que les opérateurs Ay peuvent étre de structure quelconque en particulier
aux différences ou intégro-différentiels.
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Apreés quoi, appliquant comme Douglas [12] la méthode d’élimination et utilisant la
commutativité des opérateurs Ag, Bi, nous obtenons le schéma en pas entiers :

D o
Aurtr =Bun, A=11 A;, B=1II B; 19.10|
=1 i=1

ou encore, en ordonnant A et B par rapport a 7 :
A=E— T(A'll +- A22 ‘]"' A App) -+ ‘l:z(Aquﬁ + ...+ A?—la’ﬂ—lAﬂiﬂ)

bl
+ ...+ (—1DP7P II Ay |9.11|
i=1
B=E+tWp+Ay+...+App )+ 2(NpAy + ...

+Ap o2 lpmp )+ .+ P A Ay .. A
Tenant compte de (9.11), le schéma (9.10) peut s’écrire :
P

untl__ yn "

~ Z Agt_y 4™ + Mg u*) + 7 B 9.12]

k=1

T

avec .
D = Z (Aiyi_y Ajyj_g u™ — Ay Ajj un™)

i<j
+ T b (Ai, i—1 Aj, i Ak_, k_1 um + Aﬂ Aﬁ Aﬁ;}; u""’"l) Sl 3
i<ji<k

I P2 [A].G A21 Lais Ap, P—1 un - (""* ])29—1 A11A22 S App Hﬂ+l] |9.131

L’égalité (9.12) démontre la consistance du schéma a deux niveaux (9.9), puisque en
vertu de (9.4) et de (9.7) nous avons :

¥l D
2 (Miyky + M)~ 2 Qp =Q |9.14]
=1

k k=1

Trouvons maint_enant les conditions pour que le schéma (9.9) soit correct, ou, ce qui
revient au méme, pour que le schéma (9.10) le soit.
L’équation (9.9) peut s’écrire sous la forme :

K—1

k
u" P =Cru"" ? avec Cp =A; 1By, k=1...p [9.15]

Le schéma en pas entiers prend alors la forme :
utl =Cun, C=CpCp_;...CG=A"1B 9.16|

Le schéma (9.9) est donc uniformément correct si :
Fy
HCll =] II Gj[<1+Cre- 1 19.17|
i=1

Par conséquent la stabilité de chacune des équations du schéma (9.9) n’est pas néces-
saire.
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9.2

D’aprés le théoréme connu (cf. ch. 1) la convergence a lieu, si
AT < M, || € =¥+ N= 19.18 |

ol les constantes M et N sont indépendantes de 7, T.

Justification de la méthode de désintégration dans le cas des
opérateurs non commutatifs

Dans le cas général des opérateurs non commutatifs, le critére de convergence est le
méme, mais la démonstration est plus compliqueée. Indiquons les changements que
subit la méthode d’élimination dans le cas des opérateurs non commutatifs. Nous
allons prendre 1’exemple du schéma & deux niveaux (9.9) avec deux pas fractionnaires
(p =2).

Comme les opérateurs Ay et By ne sont pas commutatifs, la méthode habituelle
d’élimination n’est pas apphcable Multiplions la premlere équatlon de (9.9) par

I"opérateur B. ,, 1a deuxiéme par A ol les opérateurs Bg et A1 sont indétermines
pour le moment.

Nous obtenons, aprés combinaison des deux €équations :

A, A, untl — B, B, u" = (A, B, — B, A) "m+% 19.19]
Posons : A, = A, + 702, B, =B, + 1°b, 19.20|
avec comme indéterminées a, et b, et I’exposant s. D’ou nous avons :

A, B,— By A; = 72 (Agy Ay — Ay A gy) + 75(2; By — by Ay 19.21]

Posant : A, B,— B, A; =0 19.22|
nous obtenons : §=2 |9.23|
by Ay —a; By = Ay Ay — Ay Ay 19.24]

Si les opérateurs a,, b, satisfont la condition (9.24) alors I’équation (9.19) prend la
forme
llr'n-!-.‘l —_yn

= =Ny + A uttt - (Ajg + Ay u® + TP |9.25|
@ —_—— All Agz H"H—l + Aﬂl Alﬂ H'"’ + b?. Bl h‘ﬂ Fm— al Az H“'H |9.26|
Posons, pour la détermination de b,, a, = 0. Alors de (9.24) on tire :
by = (Mg Ay — Ay ARAT? 19.27
Aprés quoi @ prend la forme :

e All A‘22 gt + Aﬂl Alﬂ u" + (Aﬂl All _ All A21) Ai_l Bl u" \928‘
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Tenant compte de la condition (9.14) nous voyons que le schéma (9.25) est consistant
a 1’équation (9.1) si la quantité :

(Agy Ay — Ay A)ATYB S 19.29

est finie pour une fonction f suffisamment réguliére quelconque.

Montrons qu’avec quelques hypothéses sur I'opérateur A la fonction Al Fala
méme régularité que F, c’est-a-dire que le fait que F et ses différences finies jusqu’a
I’ordre g soient bornées entraine que A™' F et ses différences finies jusqu’a I’ordre ¢
sont également bornées pour un / aussi petit que I’on veut. Soit A un opérateur aux
différences (pas forcément finies) de forme générale :

Af= zaﬂ-. Qs . ..dm Tflh SRS ES T::l-mf 19‘301
ou les sommes sur @, ... d, s'effectuent de ag = — Ny & Ng, s =1,...,m,
Soit Ay = T — E la premiere différence finie a droite. Introduisons les
opérateurs 0,A, 0 A, .. ... O A
B =GN,  an ) T s T

8y A = E(A Ava, ITP... T
a 19.31

On a les égalités :
Ai(Af) = (A + 3 A A f+ B A S
A; A (Af) = (A + 8 A + ;A + 3 A) A Ajf+ (B A + di; A) A f

+ By A +3A)ASf+ By A f [9.32]
Il est clair que I’on peut obtenir des différences finies analogues pour la différence
finie 4 gauche et pour les différences finies d’ordre quelconque.

LEMME 1

Enoncé Si ’on pose :

i A =hiAy S, A =hy by Aggy .00 tgA =hi .. by Ay 4

1aas

19.33]
et si les opérateurs A, Ay, Agig, . . . - Ay ¢, satisfont aux conditions :
A<M, [[A]|<M, [[All<My, [|Agy, |l <M,

o || Al |1 << My 19.34|
ou M, est indépendant de A, . . . iy, alors on a :
8 A1 = hy B;, 814, A™' = hyJu, Big,
19.35|

--------------------------------
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ou les opérateurs By, Bijia, - Biy - - 4y satisfont aux estimations :
1 B; || My, ” Biy, v i l' <M, ... l] Biy .. . 1q H < M, 19-3'5[

et M, est indépendant de Ay . ... fip.

Démonstration

Appliquant 2 I'identit¢ AA~! = E (E matrice unité) 'opérateur J;, nous avons :

(A +06;A)HAT+3HAAT=0 19.37|
dou HA=—A+hA)IHAATT =
= — (A +hA) LA Al = — Iy By 19.38|

et B; satisfait I’estimation (9.36). On démontre de fagon identique les estimations
pour Bi iz .. - Bi1,‘ Mg

LEMME 2

Enoncé Si :
a) ’opérateur A satisfait les conditions (9.33), (9.34) du lemme 1;

b) HfH M3, HﬁifH th?a--wHAh-- A‘iqfll f?-h tha

et 1a constante M, ne dépend pas des #;,
alors on a I’estimation :

A S| S My |AAN) || Sk My ..o || By .. A (A7) |]
gh‘il- . 'hfq M-l

ou la constante M, ne dépend pas des /; .

Démonstration

L’estimation || A= f || < M, est évidente. Estimons la quantité A; (A7 f).
Utilisant 1’égalité (9.32) et I’appliquant a 1’opérateur A~%, nous avons :

AATNH =AT+HADAS+ 8 AYS 19.39]
A

soit, en utilisant (9.35) : %i (A1) =(A"T+ i By) f f+Bif 19.40|
i i

Appliquant les estimations (9.34) et (9.36) du lemme 1, nous trouvons :

H‘ <tla Bl | fH

)

+ B ||+ (| £ < My + B + M, || £ 19.41]
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9.3

donc le lemme 2 est démontré pour A; (A7 f). On démontre de méme le lemme 2
pour Ay . .. Ag, (ATLS).

Appliquant les lemmes 1 et 2 a I’estimation (9.29) nous voyons que, pour des coeffi-
cients de 1’équation (9.19) suffisamment réguliers et pour une solution # (x, 1) suffi-
samment réguliére, 1a consistance a lieu.

L’idée de la démonstration de la consistance fut donnée par I’auteur dans une confé-
rence du IVe Congrés National de Mathématiques (cf. [28]), puis I’étude detaillee fut
donnée dans les articles de 1’auteur [80], de Y. E. Boiarintsev [81].

Une grande quantité d’ouvrages sont consacrés a l’exposé, a I’aide d’estimation
a priori, de la méthode & pas fractionnaires pour une large classe d’équations a coeffi-
cients variables. Notons en premier lieu les ouvrages de Lees [82], [83], E. G. Diakonov
[21-24] et A. A. Samarsky [84, 85, 41, 63].

Méthode de factorisation approchée d’un opérateur

L’ouvrage de Baker et Oliphant [16] formule la méthode de factorisation exacte
d’un opérateur au niveau supérieur qui, dans le cas de 1’équation de la chaleur,
conduit 2 un schéma analogue au schéma de désintégration. Cependant, la méthode
de factorisation exacte s’avére inapplicable aux équations a coefficients variables.
L’ouvrage de I'auteur [18] formule I'idée de la factorisation approchée d’'un
opérateur qui est applicable méme pour les équations a coefficients variables. Les
ouvrages de E. G. Diakonov [21-24], étudient et exposent la méthode de fac-
torisation approchée (méthode de ['opérateur désintégrable dans la terminologic
de E. G. Diakonov) pour une large classe d’équations du type hyperbolique et para-
bolique.

Nous donnons ici la formulation générale de la méthode de factorisation approchee
correspondant a 1’ouvrage de G. 1. Martchouk et de I"auteur [51].

— = A, unt + Ajut + F© 19.42|

Soit :
T

une approximation aux différences homogenes de I’équation (9.1).

La fonction F* approche f et, dans le cas des schémas a plusieurs niveaux, contient
également le résultat de I’application des opérateurs aux différences aun1 um2 etc.
Nous limitant pour le moment au cas des approximations a deux niveaux, exposons
la méthode de factorisation approchée (cf. [51]).

p a,
Soient : Ay =XAyu Ap=2XAy 19.43]
i=1 i=1

A =

une représentation des opérateurs au niveau supérieur et au niveau inférieur Ay
et A, sous la forme de somme d’opérateurs de structure plus simple.
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Les relations d’approximation suivantes sont vérifiées :

ﬁ(E—rAﬂ)-—wE—IAI; IgI(E+'rAﬂ;)~E+rAD 19.44|

i=1 i=1
On remplace donc le schéma (9.42) par le schéma factorisé :
q
ME—rAYur+ =11 (E + 1A un + 7 Fn 19.45)
i=1 i=]

I1 est facile d’établir que le schéma (9.45) est consistant I’équation a (9.1).
Effectivement, développant (9.45) par rapport & 7, nousavons :

uﬂ-+1_ un /4 q
= ZAuu + S Agut + Fr 4 7 D 19.46|
i=1 i=1
7
avec : @ = [ZAN:AM +7% & ApgdAyglAa+....+70 2] Aog'l ut
i<i i<i<k i=1

-+ [—Z A.lg Alf +1 2 Aﬂ Aﬁ A.lk + e+ (— 1)p—1 -rp—E-f?] Alf un+l I9.47j

i<j i<ji<k =1

(9.46) et (9.47) entrainent la consistance.
Par conséquent, contrairement i la méthode de désintégration, dans la méthode de
factorisation approchée la consistance s’établit directement. Remarquons que le
schéma (9.42) et la représentation (9.43) ne déterminent pas de fagon unique un schéma
correspondant. Ainsi, par exemple, le schéma :
(E —T Arp) (E — 7T Al,:p_]_) PR (E —F A"ll] urtl = (E + T ADG) (E + T Acq_l]. .
o EFTAp Ut +TFr |9.45a)|
dans le cas général des opérateurs Ayi et Ay non commutatifs, n’est pas équivalent au
schéma (9.45), et ne lui devient équivalent que dans le cas des opérateurs commutatifs.
Occupons-nous maintenant de 1’analyse de la stabilité qui est, au contraire, géné-
ralement plus difficile que pour la méthode de désintégration. Posons, pour simpli-
fier, f = 0. Nous écrivons 1’équation (9.45) sous la forme :
uttl = (E— 1t Ap)1(E—1 Np ) . E—TA)HE + 71 Rg): i
oo (E+ Agg un  |9.48]
Si pour I'opérateur de passage :
C=E—1Apt..... E—7tADTE+1Ay)....(E+ 7 Agq) [9.49|
on a Pestimation : [|[C || <1 4 Ctet |9.50|
alors le schéma (9.48) est uniformément correct.

L’estimation de la norme de I’opérateur C de (9.49) est assez difficile.
Dans le cas p = g et des opérateurs commutatifs, nous avons :

C = (E —"F Alp)_l (E + T Aop) (E " Al p_l)_l (E + T Aﬂ?—l) e
E—tA) B +7TA)=CCp,....C,  [9.51
avec Ci=E—71Ap)1E+ 1 Ana)

160



Dans ce cas le schéma de factorisation approchée (9.45) est équivalent au schéma de
désintégration

2 1
=Ap "™ + Ap TP 19.52|

a2 p=1
En effet, éliminant " 2, 4" '®,..., W't 0 entre les équations (9.52), on obtient
le schéma
Ut =CpCpy ... Cru™ + TAZY. . A7 F 19.53|

Dans le cas général des opérateurs non commutatifs et de p -~ g, le schéma (9.45)
est équivalent au schéma suivant a pas fractionnaires :

1
E—tA)" v = [

¥

a
(E + T.Am)} u™+ 7 F*
=1

2 1
(B —7T M) W' =" |9.54]
pP—1
n+1 nt+—
Ce dernier schéma est encore équivalent au schéma de désintégration
ﬂ‘i‘l n
— All U L + Qu'ﬂ -?I_‘ Fﬂ
T
n+g n+—
B2 o A T
- =Apu P |9.55]
p—1
+1 4+
T —u P

i=1

n+1 1] ¢
=A,u , Q==|IT (E+7A)—E
Par conséquent, la réalisation de (9.55) est liée & la représentation de |’opérateur
i} -
sous la forme II (E — 7 A,) de structure plus simple que E — 7 A, ce qui

i=1 ;o
simplifie considérablement 1’algorithme. Il est clair que la réalisation du schéma

factorisé sous forme de schéma 2 pas fractionnaires n’est pas unique.
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De fagon générale, on peut considérer le schéma (9.45) comme un certain schéma

canonique équivalent a différents schémas a pas fractionnaires.
Passons maintenant a 1’étude des schémas a factorisation approchée issus de schémas

a niveaux multiples :

A1 P G An u" <+ A—l 7 o S TR A—pw—l yh—etl +f“n =0 \9.56[

De tels schémas peuvent étre considérés comme étant le résultat d’une approximation
homogene du systéme (9.1) mais aussi de systémes plus compliqués de la forme :

» ot
X B = Qustf 19.57|
i=1 ot

ot les B; sont des opérateurs linéaires.
Représentons les opérateurs A4; sous la forme :

A =E+1%As 5=10,—1,...,—p+1 |9.58|
ol Ag est un opérateur spatial et ot

Qs
As= EAsi, S=l...,*—p+l |9.59[
i=1

i=

est une représentation de I'opérateur A; sous la forme de la somme d’opérateurs
de structure plus simple. Alors le schéma de factorisation approchée, correspondant
au schéma (9.56) et a la représentation (9.59), a la forme :

Ayuttl + Ajum + A_junt 4, & A_p unptl L fn—0 |9.60|

—_ ds
avec As =II(E + 1% Ay) = Ay + 120 @, [9.61|
j=1
Dy =ZAsgAgj+ ... + (z9)—=2 Ay, . ... Asq, 19.62|
i<ij

Pour démontrer la consistance de (9.60), comme d’habitude, on a ordonné (9.60) par
rapport a 7. L étude de la stabilité du schéma présente ici aussi une difficulté 4 la base,
Remarquons, en conclusion, que I’opération de base dans la construction des schémas
indiqués est la factorisation approchée de I"opérateur au niveau supérieur puisque
c’est elle qui permet la simplification de la réalisation du schéma. La factorisation de
’opérateur au niveau inférieur a le caractére d’opération complémentaire car elle
garantit la stabilité et la précision du schéma. C’est pourquoi on peut chercher les
opérateurs au niveau inférieur sous une forme plus générale :

K3=A3+T’1’*¢3=E+T“'As+'ﬁ'@3 l9-63|
ou les opérateurs @; ont une structure arbitraire.

Ici, la méthode a pas fractionnaires a le caractére de méthode 4 opérateur (ou coeffi-
cient) indéterminé. La théorie de tels schémas 2 structure géneérale est encore faible-
ment étudiée.
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94 Méthode a corrections stabilisatrices

La méthode a corrections stabilisatrices, introduite par Douglas et Rachford [12]
et formulée sous forme générale dans 1’ouvrage de Douglas et Gunn [86], est une
meéthode trés générale et trés efficace de construction de schémas a pas fractionnaires.

H-JH- 1_ ut

Soit T _Awtt 4 Fr 19.64|
T
ou F*=Agu™ + A_ju™ 1 + ...+ A_ w01 4 g |9.65|
est le schéma homogéne de départ.
Fi
Posons : A=2 A |9.66|

i=1

En correspondance avec les schémas (9.64) et (9.65) et la représentation (9.66), posons
le schéma suivant a pas fractionnaires :

1
LT n
7 —u

= A, (s — ) 19.67]

1 2 r—1
% . - — g nA-— . ¥
Par conséquent, éliminant«” 2,4 2,...,u  ? ,nous obtenons le schéma factorisé

€quivalent en pas entiers :

o, -

E—1tA)url=cAur +tFr+ (E—TtA)u"—E—TtADAu”. ..
—T(E—1A)....E—TAp ) Apu® 19.68|

*

(3

1

Aprés une transformation algébrique, nous obtenons :

ﬂ‘“’+1 —yn

19.69]
T

—Aurtl 4 Fn__ 2¢p (“ﬂﬂ_ “ﬂ)

T

avec @= X AMAj—1 T MMAe+ ... +(—DPP2A A L Ay [9.70]

i<y i<ji<k

Des représentations (9.69), (9.70) on déduit qu’avec la précision 0 (72) le schéma a
corrections stabilisatrices conserve la consistance du schéma de départ (9.64), (9.65).
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Passons a I’analyse de la stabilit€é du schéma a corrections stabilisatrices. Supposons
pour simplifier que « est une fonction scalaire et que les opérateurs Ay et A; sont

commutatifs.
Alors, appliquant I’analyse spectrale de la stabilité au schéma (9.64), on trouve :

011
T

=Aoi+e () [9-71]

ou o, est le coefficient d’accroissement du schéma (9.64) et A la valeur propre de
I'opérateur A, avec :
(01) = -] T d_gqy :
£ g + a_ +...+a

étant I’accroissement de I’erreur correspondant 2 I’opérateur :
Agu® + A ju1 4+ .., + A_gyq Ut

Ag, A_y, - - - ., A_g,y €tant les valeurs propres des opérateurs : Ag, A_,,. .... » A_gy1s
De fagon analogue, pour le schéma (9.69) nous obtenons :

—1 o—1
£ i — g (2 72
= o +g(o) 'rq:(r) 19.72]
_— ‘
ol @ (Q = ) est l’accroissement de I’erreur correspondant a |’opérateur
& (Hn-bi_ﬁun).
T
(57) on 8 revpresion s
Pour ¢ on a l’expression suivante :
- [(o—1 a
= —-(0o—1 9.73
@ ( = ) ce—1 19.73]
ol : a= X LAlj—1 X Myl +...+(—=1)PrPp=2),.. A 9.74]
i<j i<i<k

2y ... Ap étant les valeurs propres des opérateurs Ny o A
Par conséquent, pour les coefficients d’accroissement 0, €t 0, nous avons les relations :

1+ 7g(o) _1+7g(0) +at®
&= 1—AT e= 1—At +at? F 75

Dans le cas des schémas a deux niveaux, g (x) ne dépend pas de x et on a le théoréme
suivant

Si les A; sont tous négatifs (on en déduit que a est positif d’aprés (9.74), la stabilité
du schéma (9.64) entraine Ia stabilité du schéma (9.69) .

Pour une analyse plus détaillée de la stabilité, nous renvoyons le lecteur a [86].
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9.5 Méthode & corrections d’approximation

La méthode 3 corrections d’approximation consiste 4 obtenir le maximum de
stabilité au cours de pas préparatoires et a construire le schéma exact au dernier

pas.

Soit : —  =A— — 4+ /m 19.76|
¥ 2
un schéma homogéne 2 deux échelons consistant a I’équation (9.1).
7,
Posons : A= 2 M 19.77]
i=1

Le schéma a corrections d’approximation correspondant a (9.76), (9.77) a la forme :

+---—
u?l a4 = A, M.-I--%;l
T/2
.................................. 19.78]
ﬂ+£ ﬂ--l"’p;i:
u v —y 2p +£ +1

1{2 = Ajg u“ 2p = A-p Hﬂ 2

u‘ﬂr"‘l_ umn _]:

—— Au""2 4 Fn 19.79)
ou F" est une certaine approximation de f™.

1.2 p—1
Eliminant «"?, «"*?,..., «"" » , nous obtenons
D T 1
I1 (E i Ai) W'tz = v 19.80|
g1 2 .
i L T
Multipliant (9.79) par Il |E— 5 Ag,) » On trouve :
i=1
2 T untl __ yn 4 T aipd
11 (E——As — =11 (E-———Af, Au'e
i=1 2 T i=1 2

2 T
+ 11 (E——E.Ag) Fr  19.81]

i=1

. .. 2 T
Si les opérateurs sont commutatifs (en fait si A commute avec 11 (E —% Ag)) ’
i=1
en utilisant (9.80) on obtient le schéma en pas entiers :

[ﬁ (E_—;m)]‘fﬂ=mn+[ﬁ (E—%A;)-l Fro19.82]

i=1 T i=1
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9.6

Ordonnant en 7, on trouve :

T 2 4

T

4 [ﬁ (E—%A’é)] Fr  [9.83]

T

avec : ¢'=ZA;A;——% Z A Aj A + ...

i<j i<ji<k
T\ P2
+ {_ 1)1}—2 (i) A1 N Aj] ]9.84'
T -1 T -1
Si'on pose : F7% = (E— 5 Ap) . (E— 5 Al) fr 19.85|
nous arrivons en définitive au schéma :
un-+1_ uth yh - H:n-{—l 1’2 H“‘"‘l —un

qui est du second ordre d’approximation en ¢t par rapport au schéma (9.76).
Dans le cas ou les valeurs propres des opérateurs Ag sont négatives on démontre
de fagon analogue a 9.4 que la stabilité de (9.76) entraine la stabilité de (9.78), (9.79).

Méthode de stationnarisation

La plupart des schémas itératifs étudiés jusqu’a présent, de résolution du probléme
stationnaire de conditions aux limites pour I’équation stationnaire :

Lu—f=0 19.87]

ou L est un opérateur elliptique, se rameénent a des schémas d’intégration de 1’équation
parabolique d’évolution correspondante :

cu -

- = EH — 9.88

2 f 19.88|
Par consequent, le processus itératif reproduit le processus d’établissement d’une
résolution aux différences non stationnaire qui est une résolution approchée de I’équa-
tion (9.88). Cependant, une telle correspondance entre le processus itératif et le pro-
cessus pour l’équation (9.88) n’est pas obligatoire. On peut mettre 1’équation (9.87)
en correspondance avec I’équation de structure plus générale :

du
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ou '
ou I’opérateur P (u, _3?) a la forme d’une matrice opérant sur le vecteur

ou 0%u
i, E}. . .,ﬁ .

du
Nous appellerons I’opérateur P (u, 5;) opérateur de relaxation; cet opérateur peut

avoir une structure trés générale pourvu que la solution générale de 1’équation (9.89)
aboutisse & un régime stationnaire.

Des schémas de ce type ont été étudiés dans les ouvrages [27], [74] et dans les para-
graphes 4.7, 5 et 3.8 de cet ouvrage. Comme nous I’avons fait remarquer dans (ch.1.8)

. ou
I’opérateur de relaxation P (u, E) peut également dépendre des points R,

ce qui augmente la vitesse de convergence. L’opérateur de relaxation peut étre intro-
duit directement dans le schéma itératif,

Soit A I'approximation de ’opérateur L.
Etudions la représentation universelle du schéma itératif 3 deux niveaux (cf. [87) :

untl __ um
B (“—?—'-—) = A.Hn—-—f |9.90|
avec I’opérateur indéterminé B qui peut dépendre également de ’indice n d’itération.

Il est clair que le schéma (9.90) satisfait la condition de consistance totale et est forte-
ment stable sous la condition :

HC||=[|E+ 2B lA||<1—e, £>0 19.91|

A T’heure actuelle sont formulées deux méthodes de construction de schémas itératifs
basés sur la représentation (9.90).

La méthode de I"opérateur majorant, proposée par E. G. Diakonov (cf. [46], [47)),
consiste & remplacer I’opérateur A par un opérateur majorant B satisfaisant la
condition

0o B u, 1) < (Au, u) < 6, (Bu, u) [9.92]
ou 9 , et 0, sont des constantes positives.

Alors I’équation : Buntl = Bun + 1 (A um — f) 19.93|

peut étre résolue par rapport & u”+1, pour u® donné, par des itérations. Pour la simpli-
cité de la réalisation, B doit avoir une structure plus simple que A. C’est-a-dire que si,
par exemple (¢f. ch. 4.5) : A = Ay, + Ay, +2a, A

on posera alors B = Ay, + A,,.

Dans la méthode de I'opérateur stabilisateur (cf. [51 ] pour la stabilité de la réalisation
on prend [’opérateur B factorisé :

B=B,;B,....B, |9.94|
ou les opérateurs By doivent étre inversibles et 1’opérateur C de (9.91) doit étre forte-

ment stable.
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En particulier, les opérateurs By peuvent avoir la forme : E— v A,
et dans le cas des opérateurs A non-positifs, ils seront inversibles.

.H
Remarquons que la condition 2 Az = A

g=1 il
n’est pas du tout obligatoire. La seule condition est la condition de forte stabilité
de (9.91).

On peut étudier le schéma itératif a plusieurs niveaux de la forme :

g, Ag)*

2 B; (_‘L‘E) wt = Aut + f 19.95]

g§=1

avec les opérateurs indéterminés By, s = 1. . . g. Pour des opérateurs Bg quelconques,
le schéma (9.95) remplira la condition de consistance totale.

La méthode de I’opérateur stabilisateur est utilisable pour 1’obtention de schémas &
haute précision également dans le cas d’équations a coefficients variables. Les pre-
miers schémas de type & opérateur stabilisateur ont été obtenus par A. A. Samarsky
[63], [64], E. G. Diakonov [90], [95].

Les recherches en France sur la méthode des pas fractionnaires, stimulées par la

visite en 1966 du Professeur G. Martchouk, ont donné lieu aux travaux [A] . .. .. L]

Ces recherches se sont développées suivant les axes suivants :

— (i) problémes unilatéraux de la mécanique (cf. par ex. équation |1| ci-dessous)
et décomposition (ou éclatement) des contraintes.

— (ii) démonstrations assez générales de convergence et extension & des cas non
linéaires variés. :

Voici quelques détails techniques :

Soit V (resp Vg, i = 1, ..., ¢; resp H) un espace de Hilbert sur R de norme ||

(resp || ||¢; resp | [) avec V < V; < H, chaque espace étant contenu dans le suivant

avec injection continue, H étant identifié 4 son dual. On suppose que V — fq] Vi.

i=1
On désigne par ( , ) le produit scalaire dans H ou dans la dualité V, V’. Soit X

q
(resp X;) un convexe fermé de V (resp Vi) avec X = n X;.

i=1
Soit A un opérateur de V dans V', dual de V.
Probléeme 1
On cherche u € X solution de I'inégalité
(Au,v—u) = (f,v—u) Vv € X pour f donné dans V', 1]
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Si on fait X = V, le probléme 1 contient le :

Probléme 2
On cherche # € V solution de I’équation
Au = f, pour f donné dans V'. |12

On se donne maintenant deux parameétres, &, k& > 0
ou k = TN, T fixé, N entier tels que ¢ - 0, k — 0 et k/e — 0.

a d
On pose alors A = X A et f = 2 f; (décomposition non unique). On se donne #° € X,
i=1 i=1
2= = R

. ; ; "+
quelconque. Supposons que U ¢ soit connu dans X;_,; on détermine U ¢
comme |’unique solution dans X; de

i - 1 i—1 i

b= n - £ ‘— -
((As U " v —u +“)’}’(ﬁ+ﬁuﬂ+ f-',v—-uﬂ+ﬂ)VvEX¢ |3 ¢

J.L. Lions et R. Temam ont montré dans [E], [F] pour des opérateurs A linéaires et
sous des hypothéses de coercivité convenables que

N—1

1 @
- z P dans V; fort |4

n=20
Ces auteurs ont étudié dans [F] par le splitting 1’inégalité
Avv—uw)+Au,yv— wW=(v—uy¥YveD(A) n X |5]

ou — A est générateur infinitésimal d’un semi groupe G de contractions dans H.
Dans une premiére étape, ils décomposent (5) en deux inégalités, une en A I’autre en A,
puis ils appliquent le splitting & chacune de ces derniéres.

Dans [H], Temam donne une condition suffisante de stabilité et de convergence du
schéma (3) pour I’éguation

E—FAu:f avec  (Aqu,u) = oy || u |} o >0 6]
(chaque opérateur A; est coercif sur Vy).

Lemaréchal et Népomiastchy [I] ont obtenu de nombreux résultats numeériques
pour (6). Lieutaud dans [D] réduit les conditions de coercivité 4 (A; u, #) = 0 (chaque
A; est non négatif).

H. Brézis et M. Sibony ont adapté ces derniéres méthodes aux opérateurs non linéaires
([B], [G)) tant pour le probléme (1) que pour le probléme (2).

Pour le cas des équations couplées, cf. [L], M. Sibony a exposé dans [G] quelques
méthodes itératives permettant de résoudre effectivement et sous des hypothéses assez
larges les problémes (1), (2) et (3);. Pour le splitting dans les problémes de contréle
régis par une équation aux dérivées partielles, cf. [C].
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C. Bardos et M. Sibony ont étudié dans [A] une classe de problemes d’évolution

non linéaires de la forme
Au+Au=f 17|

avec A non linéaire et A est un opérateur linéaire.
Ils considérent comme dans [F], mais dans une situation non lin€aire, le schéma
suivant :

1 1
+ = € n+-= €
Au' 24y B=f4 _yn 8
L For = 8]
n+1 € an+1 € n+%
A u +ru =z u 2 9]
sous certaines hypothéses
N—1 N—1
1 wid 1
ulsz-fv- 7] 2 >y et H%:Er un — u
: n=10 n=0

dans V et H respectivement ou V est un espace de Banach et H un espace de Hilbert.
Ils appliquent ensuite le splitting-up pour (8) et (9).

Enfin, dans [J], Temam a pu démontrer la convergence de certains procédés de
splitting pour les équations de Navier Stokes.

Signalons encore un travail ([K]) de Lions-Temam sur le splitting de certaines équa-
tions non linéraires.
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10. Methode de faible approximation
et construction de la résolution

du probleme de Cauchy

dans un espace de Banach

10.1 Exemples

Jusqu’a présent, nous avons considéré la méthode 3 pas fractionnaires comme une
méthode de construction de schémas économiques aux différences. Nous allons
montrer que l'on peut appliquer la méthode A pas fractionnaires aux équations
différentielles.

Dans ce sens on peut parler de la méthode de faible approximation de type spécial.
Commengons par I’étude d’exemples simples.

10.1.1 I¢* exemple

Pour le probléme de Cauchy :

dx
L =/O=1, x©=0 |10.1|

on peut appliquer le schéma aux différences 4 pas fractionnaires :

xﬂ+:§ L xﬂ 1
e Seas ] [10.2 a|
T
n+1 . n—f—_—z
=0 110.2 b|
E
x0 =0 ) 110.2 ¢|
Il Iui correspond le schéma en pas entiers :
a4+l «m
T 1, =0 110.3]
T
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Par conséquent (10.2) donne la solution exacte du probléme (10.1). En méme temps
nous pouvons parler du schéma (10.2) de la maniére suivante : au premier demi-pas

(10.2 a) on résout I’équation :

e 110.4 a|

1 dx
i'a =0 }10.4 b|
En tout nous résolvons I’équation
d
=S, ®=0 120.5]

. ou la fonction f (7, t) est définie par :

A1) =2, AT<1< (n—}—%) T

¥

fz,t) =0, (n+%) t<t<(n+ 17

Sur la figure (10.1) est indiquée la comparaison de f(r) = 1 et f (7, 1) et de x (¢) solu-
tion de (10.1) et x (7, ¢) solution de (10.5).

fA XA

|
i
|
f
|
|

e o e

FIGURE 10.1. Comparaison des fonctions flt) = 1 et fig, ¢! et des solutions
x(t) et x{. t) correspondantes,
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11 est facile de voir que la fonction f (T, 1)converge versla fonction f(¢) = 1 faiblement,
c’est-a-dire que :

Ls
lim [f(z,8) —f(&)Ids =0 Vit,t, |10.6]

>0 ¢/,

et qu’en méme temps la solution de (10.5) converge fortement vers la solution de (10.1).

10.1.2 2¢ exemple

Pour le probléme de Cauchy

d
d—’:+ax=0, x© =1, a>0 10.7|

on peut appliquer le schéma aux différences :

n+§ _ xﬂr
+ ax" =0 110.8 a |
T
xn+1 o xﬂ--l“E .
—0 110.8 b|
T
x=1 110.8 ¢ |

De méme on peut considérer le schéma (10.8) comme résolvant 1’équation :

dx
— 4 a(t,f)x =0, x(0)=1 110.9]
dr
] 1 ]
ou : a(t,t)=2aq, nr<r-.<§_(n—|—i)r

10.10|

1
a(r,t) =0, (n—q—i) I<t<(n+1)1

a (7, t) approche faiblement a () = a dans le sens de 1’égalité (10.6) et la solution
de (10.9) converge fortement vers la solution de (10.7).

10.1.3 3¢ exemple

Ftudions le probléme de Cauchy pour 1’équation du transport

du  Ou du
E _I_ E-_x_l + az' = 0: I!(-]:],& xﬂs 0) o uﬂ (xl!' xﬂ) !IO'I‘Il

Sa solution a la forme :

w(xy, Xo t) = g (X, — 1, x5 — 1) =T_;1 (1) T_, (1) uy (x5 Xo) 110.12|
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ol les opérateurs de translation T_; (1), T_, (1) ont le sens :

T_; (¢) f(x1, X5) ':f(x1— , xz)

110.13 |
T o (2) f(xy, x3) = f(xy, x3—1)
Par conséquent 1’opérateur de passage S (1) de I’équation (10.11) a la forme :
S)=T_,@)T_; () |70.14|

Conservant la fonction de données initiales wu (xi, Xo, 0) = uy (X1, X3), remplagons
I’équation (10.11) par I’équation avec les coefficients oscillants :

= +f1 (7, r) +f2 (r,r) = 110.15|
Xg

ou fitr,t) =2, fo(r.1)=0, nt<1t< (n-l—;)
" |10.16|
filz, 1) =0, fio(z, 1) =2, (n+§)‘5<f n+ Dt

La solution de (10.15) dans l'intervalle [n# T, (n + 1) 7] est fortement égale a la solu-
tion du systéme différentiel :

7
%_1_2_“:0, ) & ool & n+1) |10.17 a |
ot 0x,
cu ou 1
e Y= + - < 1 .
s 23x2 - (n 2)7;«:;: n+17 170.17 b|

L’opérateur de passage de I’équation (10.17 a) est égal a :

& lrdcon) =8 [2) =T 0 110.18 |
2 2
L’opérateur de passage de ’équation (10.17 b) est égal a :

Par conséquent ’expression de S, (r + 7, t) = S, (7), opérateur de passage de I’équa-
tion (10.15), est :

$ (%) = 8 G) S, ('25) —T (0. T 7=5(

ou : S (7) est I'opérateur de passage de ’équation (10.11),
L’équation (10.15) approche (10.11) faiblement et 1’opérateur S, (¢, 0) de la solution
de (10.15) approche I’opérateur de (10.11) fortement, coincidant avec lui pour t = n 7.
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10.1.4 4© exemple

0 02 o®

Pour I’équation de la chaleur : H_t = ?ﬂg -+ 'Ei—ﬂ: |10.19]
construisons 1’équation suivante avec des coefficients oscillants :

Ou & u 2 u

a_,t =ﬂ1(T,f)a—x? +ﬂ3(f,f)-a;% “0.20'

1
ou : a(1,2) =2, a,(1,t) =0, nr-c:ré(n+i)t
110.21 |

1
a(1,t) =0, ay(r,t)=2, (n—1—§) T<<ts(+1Dr7t
On établit de nouveau sans difficulté la relation :

S (7) = S, ('—;) .S, (%) =S, (7) 110.22|

ou S (7) est I'opérateur de passage de I’équation (10.19), S; (7) est ’opérateur de
passage des équations :
u %u

ik Yl
ot 0x%
S, (7) est 'opérateur de passage de 1’équation (10,20) 1.

Introduisons maintenant la notion d’approximation faible pour les opérateurs
différentiels de structure générale.

i=12 110.23|

10.2 Approximation faible des systémes d’équations différentielles

Commengons par la définition de I’approximation faible d’une fonction.

DEFINITIONS

@ Une famille de fonctions f, (x, 1) approche faiblement par rapport a ¢ dans |’inter-
valle [0, T] la fonction f(x, #) si :

[7 U9 — £ 91 ds = 65, 3,10, 110.24]
g
et lim||d||=0 Vi,1,€[0,T]
t—+0

1. Une interprétation analogue des schémas de désintégration comme conséquence de
Pintégration approchée d’équations homogeénes a été donnée dans les travaux de A. A. SAMAR-
sky [84], [91]. L’ouvrage de KELLOGG [92] donne une généralisation du schéma a directions
alternées pour les opérateurs différentiels spatiaux.
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@ Une famille d’opérateurs différentiels linéaires €, (¢) approche far’b!emef:{ par
rapport a ¢ I’opérateur £ () si ’approximation faible a lieu pour les coefficients.
11 est clair que 1’on peut introduire une définition de 1’approximation analogue pour
chacune des variables d’espace, cependant nous nous limiterons ici a 1’étude de la
faible approximation par rapport & f. Dans la suite, pour simplifier, nous parlerons
des opérateurs L£_ et non des familles d’opérateurs.
du

Soit : i Cu+ f 10.25|
un systéme du type étudié dans (ch. 1.1) pour lequel est posé le probléme de Cauchy,
bien posé au sens du chapitre 1.1 :

u (x, 0) = uy (%) |70.25'

Soit g E il 170.26]

g=1
une représentation de £ sous la forme d’une somme d’opérateurs de structure plus
simple que C.
n
Examinons 1’opérateur : £. = Za(r, 1)k 170.27|
8=1

ou les fonctions as (7, t) se déterminent de la maniére suivante :

as (T, 1) = p Oy 70.28|
: i—1 i
si : te [n T + T, nT + - 1:] 170.29|
P P
ici 5 !:l’ =8 =1 10.30
ici : » _0 Qs is=1...p 170.30|

Il est facile de voir que I’opérateur £ approche faiblement I’opérateur L. Paralléle-
ment au systéme (10.25) examinons le systéme

cu
= C.u+f. |70.31|

ou la fonction f, peut approcher f soit faiblement, soit fortement (en particulier
coincider), et ’opérateur £ se détermine par 1’égalité (10.27).
Que faut-il comprendre par la solution # = u, du probléme de Cauchy :

u. (x,0) = uy(x) 110.31'|
pour I’équation (10.31)?
Soit u, (x, t) la solution du probléme de Cauchy pour I’équation :

ou

— =pliu

2t Pl
T
P

dans P’intervalle 0 < t < — avec les données initiales u (x, 0) = u, (x). Définissons
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5 2T
Uy (x, t) dans I’intervalle - <t < & comme la solution du probléme de Cauchy

4
. . Ou o T T
pour 1’équation 25 =P £, u avec les données initiales u x,;’ =u, |x, )
. ) —1
Continuant de facon analogue, définissons u, (x,t) dans ’intervalle L TEIS T

. Ou
comme la solution du probléme de Cauchy pour I’équation 5 p Lpu avec les

— D — 1
données initiales u (x, g_p_L) = U, (x, EET)—-) :
p
Apres quoi, le processus de définition des fonctions u, se répéte. La fonction u, (x, 1),

construite de cette fagon, est la solution du probléme de Cauchy (10.31), (10.31%).

Introduisons les notations :

S (73, 1) — opérateur de passage de I’équation (10.25).
S, (#5, t1) — opérateur de passage de I’équation (10.31).
12
S (25, 1) — opérateur de passage de I’équation :;; a—f =Lu i=1...p

Alors, d’aprés la construction méme de la solution u , on a la relation suivante :
T

—1
S, t+7,1)=8, (r+r,r+pp r)

— 1 —2
£ 'r,!-lrp

X S:p__-l (I + T) - 'Sl (f + pE, 1') []0.32'

A cause de (10.32), nous pouvons appeler le systéme (10.31) factorisé ou désintégré.
Nous cherchons 4 déterminer les propriétés des opérateurs S, (z,, 1), Sq(ty, ty) et
S (g, ).

Introduisons une série de notions préliminaires.

Définissons d’abord le systéme prolongé.

1

L’opérateur £ a la forme ;: £ =X g+ vy DB .... D% |10.33|
a

1
Introduisons le vecteur u dont les composantes sont les grandeurs :
p“:p“‘“"““=D‘1’1...D:;“M=D“u 11034|

ou les combinaisons a = (@ ... o) sont prises dans la somme (10.33) qui comprend
obligatoirement la combinaison (0,. . ., 0) qui correspond au vecteur de départ

w=p0---0,
Appliquons & I’équation (10.25) I’opérateur D@ ;

cu 7 0 ,

¢ — = _— (D) = — p® = D*(L &) + D 10.34

D 7 3t(D u) 577 (€ u) v | |
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Utilisant la loi de différentiation : D; (apf) = (D; a) p? + a (D; pP) ’
ou a est un certain coefficient matriciel et pf = pf: --- 8= mettons (10.34°) sous la
forme

¢ p°

L)
J

1
=194 + D°f 110.35]

ou I* est un certain opérateur différentiel.
1

Groupant les égalités (10.35) (les p sont les composantes de u), nous arrivons au
systéme :

P
P ol 110.36]

et

Le systéme (10.36) est le premier systéme prolongé correspondant au systéme (10.25)
ou simplement le premier systéme prolongé de (10.25).

Montrons sur un exemple simple comment se note un systéme prolongé. Examinons

I’équation
cu c
wall'Y E By il W1 110.37]
ot ¢ x®
a
u : g A
Posant pt = ek différenciant (10.37) par rapport a x¢, nous obtenons :
dpt da, du ¢ pt
== —_— a"-——O =12 10.
3r+§:3xi8x“ Z e 10.38]

Introduisant le vecteur u (u, p*, p®), on peut noter les équations (10.38), (10.37)

sous la forme :
1 3

cu 11
i ;
57 u [10.39]
0
_— 0
2, 7w ’
: ‘ da, ¢ . 0 0 |
avee £ =— &xt &x° % T 110.40|
da, 0O 0 0
&x2 0 x° G G xe
a a

Dans le cas particulier ou les coefficients a, sont constants, n’importe quelle dérivée p®

1
vérifie la méme équation que la fonction u, et I'opérateur £ a la forme diagonale :

| € 0 0
¢ _1lo ¢ 0 110.41]
0 0 £
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1
ou ’opérateur matriciel (10.41) opére dans I’espace des composantes du vecteur u.

2 3
De facon analogue, formant les vecteurs u = { p®f}, y ={p*B+tv}, .  ouf,y...
parcourent les mémes combinaisons que a, nous obtenons les seconds, troisiémes, etc.,
systémes prolongés.

Nous noterons le k#é™e gystéme prolongé sous la forme :

du kk k

On voit facilement qu’a la représentation (10.26) correspond la représentation :

k
£ e

I8

3
£ |70.43|
1

| DM

et 4 1'opérateur £_ correspond I'opérateur :

k

P k
£,= 2 a4y 110.44|

i=1

Par conséquent, parallelement au systéme (10.31), nous allons €tudier le systéme
prolongé

Q>
==

|

E ok Ok
=f u+f, 11045

Qo

t
Nous allons désigner par :

k
S (t,, 1;) — l'opérateur de passage de I’équation (10.42)

k
S, (t5,t,) — 'opérateur de passage de I’équation (10.45)

k
2 1 du

E k
Si (t5, 1;) — "opérateur de passage de I’équation — = £, u
P
De nouveau, on a la relation :
k
S, {t 4 7,¢)
k —1 k — 1 —2 b T
= Sy r+1:,f+p r)Sp_l(f—!—p r,r+p r)...SI(r-I—-,I)
P P p P

110.46]

L’ égalité (10.46) peut étre formulée sous la forme :

la factorisation d’un systéme prolongé est un prolongement factorisé. Entre d’autres
termes, les opérations de prolongement et de factorisation sont commutatives.

Au systéme prolongé correspond aussi le probléme de Cauchy prolongé.

Pour cela, il suffit de poser :

pg = D%y, pyP =D uy, ete. 110.47|
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Nous allons désigner les problémes de Cauchy pour les systémes (10.25), (10.31) et
leurs prolongements respectivement par les lettres :

k k
LI,II,

Nous allons supposer que les problémes I, I, sont définis dans le méme espace de
k k

Banach 3 et que les problémes I, I, correspondants sont définis dans les espaces
de Banach correspondants $By.

Par exemple, la norme de By peut étre définie de la fagon suivante :

lalla= 2.

Qys oo w9 A

2
Pﬂ:+ﬂn+---+ﬂk

B

Donnons maintenant une série de propriétés des solutions des systémes uniformé-
ment corrects.

LEMME 1

Si le systéme (10.25) est uniformément correct, alors la solution « (¢) est
uniformément continue.

Deémonstration

En vertu de la continuité de 1’opérateur S (¢ + 7, t), # () est continue par rapport
at Verel0, T]. D’aprés le théoréme de Cantor, # (z) est uniformément continue.

LEMME 2

1
Si a) les problémes I, I sont uniformément corrects;

b) les coefficients a, sont uniformément continus par rapport a #;

ou

alors les expressions 37 £ u ont un sens, sont uniformément continues

0
par rapport a 7 et I’on a 1’égalité : a—t = L u.

Démonstration

1
Le vecteur #(t) = { p°(¢) } a un sens pour un ¢ € [0, T] quelconque, par conséquent
I’expression g () = Lu = E a, (t) p®(t) a aussi un sens pour ¢ € [0, T1. D’aprés le

lemme 1, p®(¢) est umformémcnt continue comme composante du vecteur u(t)
uniformément continu. Tenant compte de la condition b) du lemme 2, nous voyons
que £ u est uniformément continue.
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D’aprés la définition de la solution généralisée, on a :
limu(e,t)=u (r)

60
ou la limite a lieu uniformément par rapport a ¢ dans fBl et u (e, t) est la solution régu-
liére de I appartenant & J;. Pour eux sont vérifiées les relations :

o g D e uen 110.48 2|
u(e, t + 1) —u(et) = }:m CO)ule,0)db 170.48 b|

Passant dans 1’égalité (10.48 b) a la limite a;ec la norme $, = B, posons :
ut + 1) —u(t) = /ﬁm C(0)u(6)do 110.49)|

Ji
Comme L (¢). u(t) est uniformément continue, on a :

u(t+1)—u() ou(t)
—>
T ot

ou ) .
et — est uniformément continue. Le lemme est démontré.

=L(@)ur)

ot
LEMME 3
1
Si a) I, I sont uniformément corrects,
b) uy € By, f(t) € B, et sont uniformément continus par rapport a ¢,
alors la formule
Bl
u () =S (t,0) u, +J S(t, 0)f(6)d 6 ~ |10.50]
(1]
donne la solution de I’équation :
ou
—e= L 10.51
ot S | |
avec les données initiales u (0) = u,. |70.52|
Démonstration

Etudions d’abord les propriétés de la fonction :
F(t,0) =S, 010 110.53|
Pour 0 fixé, F(t, 6) est la solution u (f) du systéme [ :

avec les données initiales u (8) = £ (0).
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D’aprés le lemme 1, F (2, 6) est uniformément continu par rapport a ¢ dans B et

dans $B,.
Examinons dans la norme 5 la différence :

Ft,0 +h)—F(@,0) =S, 0 +hfO +h—S(0) (0
=SUO+NIFO+nD—FO+[S0+h—S@0)]f(0)
=SUO+NIO+N—FO1+S0+hHE—S®O+MNSO) [10.54]

Le premier terme de (10.54) tend vers O pour 4 — 0 uniformément par rapport a
0 en vertu de I’'uniforme continuité de f(0).
Estimons le second terme. On a :

[E—S@O +hO1fO) =—I[F@O + h 0)—f(0)]

D’aprés les propriétés de F (¢, 0), ce terme tend vers 0 quand 2 — 0, quel que soit
. Par conséquent, la fonction F (¢, 0) est continue par rapport a 0, donc unifor-
mément continue dans le segment [0, 7], et ’intégrale

1:
F(t) = / F(, 0)db

e U

a un sens dans $. De fagon analogue, on montre qu’elle a un sens dans B,.

Estimons la différence :

¥+T
u@+1)—u@)=[S+17,0—S0]u, + / St + 1) f(0)do
e I

+f[s(t+r, ) —S @, N OO =[S + 7, 1) —EIS(2, 0) u,
0

+7 ; o
+f S+ 7,006 do +.j [S(t+ 7,t)—E]-S(, 0)f(0)do |10.55|
i 0
Utilisant (10.50), mettons (10.55) sous la forme :
®
u@+1)—u@)=R8@+7,1)—E]l[u(t)— / S (1, 0) £(6) d0]
-0

+7 "
+f' S L%, 6)f(6)d6+f St + 7, 1) —EIS (, 6) (0) dO
t 0

+7
=[S¢+rT,t)—Elu()+ S(t+ 7, 0)f(6)do

e i

1 ]
+ [.[S(t—l—‘!.',r)——E]S(t, 9)f(ﬁ)dﬂ—[5(!+'r,f)—]3]/ S, 0Of(0)do  |10.56]
e O

e O

Les deux derniers termes de (10.56) s’annulent et, aprés avoir divisé par 7, nous
obtenons

u(t+7)—u@t) _S(t+7,n—F
T n T

u(r)+%/ "S(t+7.0)/0)d0 [10.57|

o 1
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D’aprés les conditions du lemme 3, F(t,0) € B, F(r) e By et par conséquent :

u()=S(0).u + F(t)e By

puisque u (0) € B,.
Mais dans ce cas :

. 1 t+t
S(t+1t,¢) EH(”:”I £ (0) U(@®H)db |10.58)|
T TJi
ou U (6) est la solution du probléme de Cauchy :
33?) =L@ U®), UG =u@pourt<L O+ 7 170.59|

Comme £ (0) u(0), S(t+ 7,0 f(0) sont uniformément continus, appliquant le
théoreme de la moyenne et passant dans 1égalité (10.57) a la limite T — 0, nous
trouvons

¢ ul(t)

—=L@u@) +/)

Qo

En vertu de la formule (10.50) les conditions initiales sont satisfaites et le lemme est
démontré.

La formule (10.50) conserve son sens méme quand u (0) € B, f(6) € B et quand le
probléme I est uniformément correct. Dans ce cas, elle peut étre prise comme base
de définition de la solution généralisée des problémes (10.51), (10.52).

Le lemme 3 entraine la conséquence suivante :

— Si le probléme I est bien posé, alors la solution des problémes (10.51), (10.52)
dépend continliment du second membre f (correcte pour le second membre).
Cette affirmation découle directement de I’estimation :

; g
@ < US@O - Nl + [ IS@O |- 117® a0 <e lun]|
e 0

4 / e? =0 || £(6) || db

' 0

Dans la suite nous prendrons la formule (10.50) comme définition de la solution
des problémes (10.51), (10.52) au sens du lemme 3.
Les lemmes 1, 2, 3 sont également vrais pour le systéme /.
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10.3 Théorémes de convergence !

THEOREME 1

1
Si :a) I, I, sont uniformément corrects dans B, B,.

T

b) I, est correct pour le second membre.

¢) L; u est uniformément continue par rapport a ¢ pour la solution u (¢)
de probléme I

d) uge B,.

alors u (7) est la solution unique du probléme [ satisfaisant les conditions
c) d) et u (t) converge fortement pour T — 0 vers u (), la convergence étant
uniforme par rapport a ¢

En d’autres termes, si le systéme factorisé de départ et le premier systéme
prolongé sont corrects (a, b) et si la solution du systéme de départ (10.25)
est suffisamment réguliére, alors la solution du systéme de départ (10.25)
est unique et elle converge vers la solution du systéme factorisé.

Démonstration

Soit u (¢) 1a solution du probléme / avec les conditions initiales uy € By, et soit u_ (1)
la solution du probléme I, avec la méme condition initiale u,.

La fonction : v(t)=u, () —u() 110.60|
est la solution du probléme ; ;; =L v+ E —-D0u@), v0)=0 |10.61|

En vertu de b) et du lemme 3, v (¢) se calcule alors par la formule :

v(t) = /'t S, (1,0)E,— D u(®db = 5 vi (1) 110.62|

o 0 i=1

i
avee w0 = 5.0, (5, 0) 1 (0) 00 10.63]

et &(r,0) =a(r,0)—1, @0 =CL0)u®)

—_—

Soit rt=nt+ T+ 09y

1. Ce paragraphe est issu des travaux de G. V. DeEmiDov et de 1’auteur [88, 89].
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i nT nt’+“_;'h+n
Alors : [' =f -
e 0O 0 a’' NT

En vertu de 'uniforme correction du probléme 7, la deuxiéme intégrale est d’ordre
0 (7) uniformément par rapport a t.

Par conséquent il suffit d’estimer 1’intégrale v; (#) pour ¢t = n 7. Pour v; nous obtenons
I’expression :

n—1 (k+1) T
() = 2 S, (¢, 0) e (7, 6) @i (6) d6
k=0 kt
(k+£) T
S S, (1, 0) X & (7, 0) ¢; () dO  10.64|
k=0 j=1

(k-}-i;’}l T
Tenant compte de (10.30) et de (10.65) on a pour & ’expression :

e (1,0) =pdy—1, O€ [(k +{;—l) 7, (k + i) r] 120.65|

D’olu pour v (¢) on trouve :

a—1 D (k+§)r ) )
0-53 [ [ foe ) mlee 5
k=0 j=1 (k'l‘;i_Tl) <

— 5. 0) g (9)] do  |10.66|

Par conséquent, 1’estimation v; (#) converge vers 1’estimation d’une expression de la
forme

a+h,
f S, (t, 0 + hy) @ (0 + hy) —S, (¢, 0) @ (0)] dO 110.67|

pour I’opérateur S, (¢, @) uniformément correct et la fonction ¢ (60) uniformément
continue par rapport a f.
Mettons (10.67) sous la forme d’une somme :

hy
f+ [S, (t, 0 + h) —S, (¢, 6)] ¢ (0) d6
4 f' S0+ k)@ + hy— @ ©)]d0  |10.68]
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En vertu de I'uniforme correction de S (¢, 6) et de 'uniforme continuite de @ (0)
le second terme de (10.68) est d’ordre &, a (hy) ol a (hy) — 0 pour s, — 0 et I'expres-

sion
n—1 b1 (E+£)r

quﬁg=zz S, (I,B-}*?T) [(}9{ (B—l——'—;—'{r)—gag(ﬂ)]dﬂ
k=0 j=1 .lc-t-i_?l .
a en norme l’ordre (7).

Estimons le premie terme de la somme (10.68). Supposons #, positif et utilisant la
relation :

S, (5,0) =S, (4,0 + hy) . S, (0 + hy, ) 120.69|
On peut le mettre sous la forme :
-+ fiy
f S. (1,0 + hy) [E—S, (0 + hy, )] @ (6) dO 110.70|
0
Examinons I’expression : [S, (0 + hy, 0) — E] ¢ (0) 110.71|
Soit U (t) la solution du probléme de Cauchy :
oU
T =L U, U®) =e¢®)

Alors (10.71) n’est rien d’autre que : U (0 + hy) — U (0).
Si @ (0) € $B,, alors on a I’égalité :
0+ ha
U@ + hy) — U () :f £, Udt
6

1
en vertu de la correction de 7, £, U a un sens, est borné, et :

0+ ha
f £.9db =0(h) uniformément par rapport a 7 et 7.
6

a+ hy
Par conséquent l’intégrale : f [S, (¢, 8 + hy) — S (¢, )]  (6) dO

pour @ (0) € B, a aussi 'ordre 0 (&, hy), et

(k+—)

n=1 v
S > E [ : g H0) ") B, 6)] @i (0)d0  10.72]
Ly P
k=0 4=1 (k j— 1)

a également en norme ’ordre O (7).
On peut étudier J; comme une famille d’opérateurs J, (7), opérant sur la fonction

u (1).
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Comme | I (@) i || < C(T). max || Csu || |70.73]

pour u€ By, @i € By, la famille J; (7) est uniformément bornée. Comme pour
u€ By, || Jy (v) @ || -0, d’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus .7, () converge
vers ’opérateur nul, c’est-a-dire que pour ¢; € $By, J; — 0 pour 7 — 0.,

i
Tenant compte du fait que v = 2 (J; + J;) ¢4, nous arrivons a I’estimation défi-
=1
nitive :

110.74|

T—+0

lim”v(r)” =0 ‘

Le théoréme est démontré.

Remarquons que pour les équations a coefficients constants le fait que le probléme /
soit bien posé est suffisant et les conditions du théoréme 1 se raménent a la suffisante
régularité des conditions initiales.

Ceci est vrai naturellement pour toutes les équations pour lesquelles la correction du
systéme prolongé est une conséquence de la correction du systéme de départ.

Le théoréme 1 démontre la forte convergence de la solution u, (t) du systéme factorisé
(10.31) avec des coefficients oscillants approchant faiblement le systéme, vers la
solution u (¢) du systéme (10.25). Cependant, nous pouvons démontrer une affirmation
plus forte : de I’existence d’une solution du systéme factorisé (10.31) nous pouvons
déduire I'existence d’une solution et la correction du systéme (10.25) et donner une
definition constructive de I'opérateur de passage S (fy, ;) a partir de I’opérateur
Sy (tg, 1y).

Cette affirmation est pleinement fondée, puisque I’opérateur S_(t,, f;) se présente
sous la forme d’un produit (10.32) d’opérateurs de structure plus simple.

THEOREME 2

1 2
Si les problémes 7., I,, I, sont uniformément corrects, alors :

a) pour 7 - 0, u, () converge uniformément par rapport a ¢ vers la fonc-
tion u(t) =S (2, 0) uy;

b) 'opérateur S (7, t,) est uniformément correct.

Démonstration

D’apres les hypothéses du théoréme, on a I’estimation suivante :

ou la constante a ne dépend pas de 7, £4, 1,.

[
S, (ts, 1) H a0, <t, KT, k=0,1,2 170.75|

Soit u,, (f), u., (t) les solutions des problémes I, correspondant 4 7 = 7;, 7 = 7
pour u, € JB,.
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La fonction v(t) = uy, (t) — u,, (1) |10.76]
est solution du probléme :

L2 ooy il — B B T 170.77|

ot
v(0)=0

Pour v () on a la représentation :

k]
v(t) = / S,, (6, 0) (L, — ) u, (6)dO 170.78|

e 0

Mettons v (r) sous le forme : v(t) =1, + [,

If
avec : I = / S, (t, 0) [L — £, 1u, (0)db
g 110.79)|
= [ 8,00, —Clu, ) do
[ & U

Estimons la norme de J, (la norme de /, s’estime de facon analogue).

I, = 5 f S,, (¢, 0) & ¢ (0) dO
]

i=1
& = 4 (Tg,{)— 1, @Q; = ) iu,,

110.80|

Comme dans le théoréme 1, on prendra ¢ = n 7,, la partie négligée étant d’ordre

0 (Tg).
Mettant I, sous une forme analogue a celle du théoréme 1, nous obtenons :

(k'i'?)fg

12 =2 5\ S‘ [ T (
—S,.(t,0) @4 (B)] do 10.81]

i=1 j=1 k= {]l i—1
L. (J‘t“!*jlii )ta

Utilisant le fait que g; € B, et effectuant des estimations analogues a celles du théo-
réeme 1, nous trouvons :

1Ll =a@), |Lhll=a@), [v@<a@ +a@m 1082

Ceci indique que la suite u, (¢) est fondamentale et converge fortement pour 7 —0
vers u (t) € &, d’ailleurs la convergence est uniforme par rapport a t.

Entre d’autres termes, la suite de fonctions S, (#, 0) # (0) converge pour « (0) € B,.
Comme 5, est dense dans B et S, est borné dans I’ensemble considéré, les hypothéses
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du théoréme de Banach-Steinhaus sont vérifiées. En vertu de ce théoréme (cf. [72])
il existe un opérateur limite :

S (12, fl) = liII'l S'!.' (tz, fl)
=0

En vertu de I'uniforme correction des opérateurs S, (23, 1), I'opérateur S (¢, #,)
remplit la condition d’uniforme correction : '

[| S (15,1, || < e2—4) avec le méme exposant.

Montrons que la condition de composition (condition des semi-groupes) est satisfaite :
S(ta, 1)) =S (15, 25) . S (13 1) 110.83|
On a I’égalité suivante :
S (t3,15) * S (tg, 1)) — S (t3, 1) = [S, (3, 1) — S (t3, 1,)] + [S (13, 13) — S, (13, t5)]
X Sy (tg, 17) + S (23, £5) X [S(tg t)) — S, (ty, )] |70.84|

Passant dans (10.84) a la limite T — 0, nous obtenons I’égalité désirée (10.83).
Démontrons, enfin, que la condition de contiguité continue est vérifiée.
On a I’estimation suivante :

lu@—u@ | < [[u@—u, @) || + |,V —u© || |10.85]

Comme pour 7 0, ||u(t)—u, (t)|| tend uniformément par rapport & 7 vers 0
choisissons 7, suffisamment petit pour que :

£
||u(z)—u,{r)||$.;_§ V1, pour T < 1, |10.86|
Pour 7 fixé, choisissons 7, suffisamment petit pour que :

|, (6) — u (0) || < ;' pour ¢ < 1, 110.87]

De (10.85), (10.86), (10.87), on tire :

[lu(@)—u(0) || <& | pourt<1, |70.88|

Le théoréme 2 est démontré.

THEOREME 3

e
Si les problémes 7, (k = 0,1, 2, 3) sont bien posés, alors, pour un u (0) € B,
1

1
quelconque, on a u, (t) — u (t), et la fonction limite u (¢) vérifie I’équation :

- = Cu
ot
et les conditions initiales.
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Démonstration

1

Considérant dans B, le probléme I/ comme probléme de départ, nous allons démontrer,
1 1
de fagon tout a fait analogue a celle du théoréme 2, que w, converge vers u.

., ou i , . Cu
Montrons que « (t) admet une dérivée % et vérifie I’équation = £ u.

Examinons la fonction moyenne :
i 1

1 .
u (1) = - ‘/t u, (0) do 110.89)

Pour 7 — 0, la fonction « (¢) converge vers u (7) uniformément par rapport a .

Y+ T
Eneffet : w(t)—u,(t) = I? / [ee (t) — u, (6)] d6

1 +T v 1 N+T '
1 f L@ —u b+ = [ W —u G106 [10.90)
T b Ta

4

La fonction u (1) est uniformément continue sur le segment 0 < r < 7 parce qu’elle
est une limite uniforme de fonctions uniformément continues «, (¢). '
Par conséquent le premier terme de (10.90) tend vers 0 uniformément par rapport
a r quand T — 0. Le second terme tend vers 0 uniformément par rapport a f en vertu
de I'uniforme convergence de u, () vers u (z).

Par conséquent, pour 7 — 0, i (r)—m tend vers 0 uniformément par rapport
at.

On démontrerait de fagon analogue que :

1

Q'H(r)—u(:) _[ (:)—u(:)H 110.91|

uniformément par rapport a f quand 7 — 0.

Par conséquent u, (1) avec ses dérivées D® u, converge vers u (). Appliquant le passage
a la moyenne a 1’équation /., nous avons :

%% =Lu, + £, @) 110.92|
1 i+t ey
ol : S @)= ;&f [EI @) u, () —L (@) u, (r)] df |10.93]
t

Montrons que f, (1) = 0 pour 7 — 0 pour u, € B,.
Pour f, (f), on a la représentation :

+T W
£ =3 Lf [ai (z, 0) €4 (B) u, (6) — Ly u, (1)] 46
i=1 ¢
_f:

K

[[[@uO—uon®ldo |09

vai
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o i s ; 5 " "
ol dans la derniére intégrale I'intégration s’effectue dans I'intervalle de longueur —s

p
dans lequel a; # 0.

Mettons cette intégrale sous la forme :

f [£0 ) u(® — L () ;0] 40 = [ [8(O) u, ) — L () i, (1)] 6

" [' £ 1) [u, () —u, @] 46 |10.95]

e/ i

u, (0) £; (0) est uniformément continue, par conséquent la premiére intégrale est en
norme d’ordre & (7), ol & (1) — 0, quand 7 — 0.

Comme £ (7) u, (1) converge uniformément vers £; () u, () pour 7 — 0, la deuxiéme
intégrale a aussi en norme l’ordre & (7), ol & (7) = 0 quand 7 — 0.

En fin de compte, f,(t) = 0 quand 7 — 0 pour u, € By,

11 est clair que £, () peut étre mis sous la forme :

fo (@) = M, (1) 1y 110.96|

ol I'opérateur linéaire M, (¢) a dans B, une norme uniformément bornée par rap-
port a T :

1M, () ||@, < C(T) || up ||, 110.97|

Comme || M, (t) uy || - 0 quand 7 — 0 pour tous les u, € 3,, d’aprés le théoréme
de Banach-Steinhaus dans l’espace B;, M, (r) converge vers l’opérateur nul et
f. (t)— 0 pour us € By.

¢ ¢
Comme il a été démontré que £ ir, — L u, I'égalité (10.92) entraine que ?u‘—’ -

ot

et on a 1'égalité :

Le théoréme est démontré.
Nous avons déja dit que dans le cas de I’équation a coefficients constants la correction

k
de I entraine la correction de I (k = 1, 2, 3).

k
Ceci est vrai également pour le systéme ..

Dans ce cas les hypothéses des théorémes 1 et 3 ne se différencient que par 1’exigence
de la régularité des conditions initiales.

On a également des exigences plus faibles de correction du systéme /_ dans le cas
ol I'étude s'effectue dans des espaces de Banach concrets ou dans des systémes
concrets.
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THEOREME 4

1
Si les problémes I,, I, sont uniformément corrects dans B = L, (£2)
(g > 1) et By, alors u, (t) pour T — 0 est uniformément fondamentale par

rapport a ¢ et chaque fonction limite réguliére « () est solution du probléme /.
1 -
Si uy € Lg, alors u (¢) est réguliére et est la solution unique du probléme /.

1
Remarquons que dans le théoréme 4 nous supposons de plus que u est dérivable
au moins au premier ordre par rapport a toutes les variables d’espaces.
Examinons le systéme symétrique du premier ordre :

u

ol A (x, t) est une matrice symétrique, continue dans Q et les dérivées du premier
ordre par rapport aux variables d’espace sont continues.

0
Posons : £ = Ag EP
i

Dans ce cas, p = m, $ = L,. On a le théoréme suivant :

THEOREME 5

Les problémes /, I, sont uniformément corrects. La fonction u, (1) converge
uniformément par rapport 4 ¢ quand 7 — 0 vers la solution du probléme 1.
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